y Fig. 2.83

2.5.2.3. Elementul de intarziere de ordinul doi, T,

Elementul de intarziere de ordinul doi contine doua elemente
acumulatoare de energie sau substanta.

Pentru elementul de ordin doi ecuatia diferentiala se poate
scrie TIn mai multe forme, ca de exemplu

y(Z)(t)+a1 y(l)(t)+a0 y(®=bou(t), ap, a1 > 0,bp # 0

TiT2, T1+T2, kp (2.565)

ao ao ao
TiT2 Y2 +(T1+72 )y M)+ y )=k, u(®) (2.567)
@ :# 5:&@
Tt 2TiT:
YO +2¢& o, YOO+ 0? Y=k, w? ut). (2.569)

T,, T, sunt constantele de timp, k;, este factorul de
amplificare, w, - pulsatia naturala, § - factorul de

amortizare.
Functia de transfer a elementului T, este

kp kpa)%

TiT2S?+H(T1+T2)s+1 §2+2& S+ awf

H(s)= (2.570)

Ecuatia caracteristica si radacinile ei sunt:
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P +2Ewn S+ wh=0 ; TiT2s*+(T1+T,)s+1=0

s12=wn(-££+/E7-1) sau sl,zZ-Tl (2.572)

1,2

in functie de valoarea factorului de amortizare ¢ se disting patru
cazuri
1) elementul T, aperiodic: §> 1.

1 1
§1=°—15=—T1>T2>0.  Raspunsul laimpuls are expresia
Tl T2
k

h _ L_l H _ L_l P =

® tHE) {Tszs2 + (Ty +T3)s +1}

k - -
—_ P loTi_gT
- [e e ]a(t) (2.574)
h©,)=0; N®(0,) =22 =k,0f ; lm h()=0.
i ’ * T, P

Raspunsul la impuls este reprezentat in fig. 2.85.

h(t)
s
TPorgre
MM h®
4.‘ -
Fig. 2.85

Raspunsul indicial se obtine cu relatia (2.575) si este
zentat grafic in fig. 2.85
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w(t)IL'l{H(S)}=L'1{1 . }:
s STiT2s°+(T1+T2)s+1
71 b Ty b

e, t——e a(t)
Ti-T2 " TieTo “J

=k, 1-
(2.575)

w(0,)=0,w"(0,)=0; Jim w(t)=k,.
2) elementul T, aperiodic critic: § = 1.

1
s1=s52=-—=-&wn T1=T2>0.
1

1 1 Kp kp -
h(=L*{ H®E) }=L {(T15+1) } T%teTl ®

W

h(0.)=0 , h® (0. )——

w(t)=L {H(S)} {S(Tls"‘l) }_
e (103 et o

I—'N

w(0,)=0 ,w®(0,)=0 ; Jim W(®=Kp-

3) Elementul T, oscilant: 0 < §< 1.
Sl,zza)n('gi i \/1'52 )

h@=L"*{ H(s) }= L'l{ Kp cn }—

sS2+2 & o S+ w?d

N Jk% eontesin (wa/1- 22 t )o@,

2
wo=L1 1= L'l{ Kp o 2)}=

s(s?+2¢& @ S+ w?

=K {1-\7%-9%@”41 Zt+arctg V: : 2Hcr(t)

Punctele de extrem relativ ale functiei (2.584) au abscisele
rdonatele:
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ka
ko (48 nfiy impar
kp Pl
| N7
p)"/ﬂ:' ) por
/ - Fig. 2.86

_ =z _ (1+ -éwnn) =135, ..
= 1=0,1,2,... _ ) kpllte 1=1,35,
wnJ1- & w(t;) { kp(l-e'f’”""),|=0,2,4. 2.587)

Valoarea maxima a raspunsului se obtine pentru | = 1

e
WM_ymax_W(tl)_kp(l+e 1.52) ymaXTsyS:eﬂ

Deoarece in regim stationar w(t) = y(t) =y, = k,, se determina
suprareglarea raspunsului indicial, conform relatiei (2.456)

— Ymax " Ys —
Ys

=T, é (2.589)

Se defineste decrementul oscilatiilor A ca fiind raportul
amplitudinilor a doua ,,pulsuri” de aceiagi semn ale
regimului tranzitoriu.
_we (o) _ 2”52 I>1
flog? o USdhe
we( to1) 5

(2.590)

Din relatia (2.590) se poate determina factorul de amortizare &

= In A
VA z2+In? A (2.591)

Se pun in evidenta doua regimuri limita.



» pentru ¢ = 0, A = 1, oscilatiile nu se amortizeaza si din
(2.584) rezulta un regim oscilant
W) =kp(1-cosm,t) t>0 (2502

- pentru ¢ = 1, se obtine regimul aperiodic critic: w(t) dat de (2.578)

Durata regimului tranzitoriu, conform relatiilor (2.458) - ( 2.462),
pentru o abatere A = 0.02k, = 0.02w,, rezulta ca este data de

relatia A
W) - w, (9)]<0,02k, ,( V )t > .
& on gl Pk & on (2.593)

ti=

4) Elementul T, conservativ, § = 0.

Pentru ¢ = 0 radacinile ecuatiei caracteristice sunt pur imaginare

S12=% joon- (2.594)

Raspunsul la impuls se obtine din (2.580) pentru

h(®=kp wnsin (ont ) oV (2.595)

Raspunsul indicial este dat de ecuatia (2.592).
Functiile h(t) si w(t) pentru ¢ = 0 sunt oscilatii neamortizate,
cu pulsatia egala cu pulsatia naturala w, .

Pentru0 < <1 elemetul T, nu mai poate fi descompus in
elemente de ordinul unu (T,) contituind el insugi un element
tip. In fig. 2.88.a,b. se prezinta raspunsul la impuls h(t)
respectiv raspunsul indicial w(t) ale elementului T, pentru
¢ €[0,1].

Raspunsul la frecventa al elementului T, se obtine inlocuind

s = jw In functia de transfer .

kpwh  _  kp . _ o (2.596)

wh-@’+ 26 mo 1-p*+j2én T wn
Expresiile pentru caracteristicile de
frecventa sunt:

H(w)=
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_ kpor(en-o®) kp(l-nz)
Hel@)= s 3= 2y 22 5
(0%-0® ) +4Eka® (L-n° )Y+ 4& (2.598)
2k é:a)n 'kafi]
= = 2.599
Hi(w)= ( j 2)+4§2 zwz (1_772)2_'_452772 ( )
K p o k
@)= ; i (2.600)
W(@2- 0 P+4E2 02 o J(l 0’ Y+ 4E2n?
o(w)=-arctg ==®n " 5“’“ = -arctg 251
o - @ 1-5° (2.601)

Caracteristica Hg(w) prezentata in fig. 2.89, admite un maxim,

pentru ¢ < 1/2, de coordonate

1
n=A1-2& ; HRmX(w)—jp £ 2 (2.602)

iar pentru orice ¢ >0 admite un minim de coordonate

_ : __kp, 1
1 =N1+2E ; Hgy,(@)=-", ey (2.603)

Caracteristica H(w) prezentatad in fig. 2.89 este negativd si are un minim

de abscisa
\/1 25 2 “é: é: s m<n;<n, (2.604)

3=
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Caracteristica M(w), fig. 2.90, pentru & < 1/12, are un maxim , de
coordonate (nr,Mr), care evidentiaza un fenomen de
rezonanta

{02 - =M=
m=\1-2¢ 1Mmax(w)‘W_Mr_M(wr) (2.605)

Pulsatia de rezonanta
rezulta din relatia (2.605)

Wr = On T = on \/1'2§2< Oy

Se defineste factorul de
rezonanta Q,

Q:M(a)r):Mmax(w): 1
MO) MO 2£/1-2¢2 (2.607)

Caracteristicile M(w) si ¢(w) sunt prezentate in fig. 2.90.
Pentru locul de transfer al elementului T, se utilizeaza o
reprezentare grafica adimensionala, fig. 2.91; pentru k,
1 si diferite valori ale factorului de amortizare ¢, pentru

pulsatia normata n € (0, + «) se traseaza

Fig. 2.91
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Caracteristica atenuare-frecventa este data de relatia

Ag(@)=20lg M) =20lg —— Ko =
=201 ky- 2019 \/(1-72)2 + 4 5202 (2.608)

Caracteristica are asimptotele , pantele
Aw(®)=20Ilgk, pentru n»1 m,=0 dB/dec

Ag(®)=201gk,-201g7°=201g k,-401g p=-401g
m; = m,- 40 dB/dec = - 40 dB/dec
Pulsatia de frangere, pentru care cele doud asimptote se intersecteazd este

wf=awn n=1
Asimptotele caracteristicii faza - frecventa se obtin din relatia
(2.601)

P(w)=0 pentru 77»1;

& o(w)=- pentru 77«1
AARY

(2.612)

La pulsatia de frangere n = 1, faza are valoarea - 17/2.
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Exemple de elemente T2 : 1. Motorul
de curent continuu.
Ecuatiile de functionare a motorului sunt

la

Ua~Ki®=Rala ¥ Loy (2.516)
. dow
mm:k2|a=J W ;

Eliminand curentul i, din ecuatiile (2.616) si notand y(t) = w(t)
si u(t) = u, se obtine ecuatia

Lad  @¢y+ Rad @+ - @y 4+ Ra @y 4 Kika o k2
=2 (ras ki y()=u(t 1)+ 2 yO 1)+ 5182 ()= "2 y(t
s yo() K Y0+ ke yO=u(t) y () Lay ® L] y(®) L] (®)
Se introduc notatiile (2.618)
JRa . La. 2_kika 1
Ta= _i@h= =
klkZ Ra La‘] TmTa
1T RVI 1 (2.619)
2\ Ta Zw/klkzLa, . k1

unde T, este constanta de timp electromecanicad a motorului; T, este
constanta de timp a circuitului rotoric.

Ecuatia (2.618) devine

YO0+2£ on YOO+ 0k Y=k 02 u(t)

(2.620)

Pentru ¢ > 1, T,, >4T,, radacinile ecuatiei caracteristice ale

ecuatiei (2.620) sunt reale negative, deci motorul de curent
continuu este un element T, aperiodic; pentru § <1, T, <
4T,, motorul de curent continuu este un element T, oscilant.

3) Fie sistemul hidraulic prezentat in fig. 2.93 format din doua
rezervoare legate in serie printr-o rezistentd hidraulica. Se
presupune ca prin robinetele V,, V, , V, curgerea este laminara,
iar rezistentele hidraulice ale acestor robinete sunt R, R, , R,.
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mE———— V2 3

Fig.2.93

Ecuatiile de echilibru de masa pentru cele doua rezervoare
sunt

A pod h1=(q1'OI2)dt _pgh, . q _pgh,
2= » U=

A2 pd hy=(0,-q;)dt R1 R2

(2.621)

Eliminand variabilele intermediare se obtine ecuatia
generala a ansamblului celor 2 rezervoare avand ca
marime de iesgire nivelul h,(t), deci y(t) = h,(t) si ca
marime de intrare debitul q,; deci u(t) = q,(t).

A1R1 A2 Rz @)+ AiR1, A2R2 M 1)+ t:& t
AR ez gy (g e |00 yo=L2u0 5 g

TiT2 Y2 O+(T1+T2) YOO+ y®) =k, u(®) (2.625)

T1:A1Rl>0;T2:A2 R2>0;kp:&>0
9 9 9
Radacinile ecuatiei caracteristice asociate ecuatiei (2.625)

sunt reale, distincte, negative si, deci, ansamblul celor doua
rezervoare se comporta ca un element T, aperiodic.
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2.5.2.6. Elementul ,trece-tot”

Este un element descris de o ecuatie diferentiala de forma
T1yPO+y®=-Tu®®O+u() (2.654)
respectiv de functia de transfer

H(s)=T25*+1
Tis+1

Raspunsurile la impuls si indicial sunt

(2.655)

h(= L HE)}=L 1 -1+ 2 1

T. (2.656)

__5(t)+_|_£1e'$1 o(t) 'h(0+):T£1 ,h(+0)=0

W('E):L'1{|-|§)}:L'l % 21 :(1'26-%)0(0;
s+

T (2.657)
W(0:)=-1,w(+0)=1.

Aceste raspunsuri sunt reprezentate grafic in fig. 2.101.

w(t)
) \ | 7

o T, 2
-t E

Pentru s = jw din (2.655) se obtine raspunsul la frecventa

EN

Fig. 2.101

o _Tijeo+1l_1-Ti4%- j2T10)_1'772' i2n
H(»)= A - 2 2 - 2
T1 ja)+1 1+T10) 1+77

(2.658)

11
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Caracteristicile de frecventa au expresiile
1-T?0? _ 1-7° .

H @)= — :
r(@) 1+T:%a)2 1+772 —
= -2T,@ — _277
H,(®) 1+T20? 1+772
2T10 2n
M(w)zliqo(a))Z—arctg :_arctg ) n=wT,
1-T{ e’ 1-772

Daca se elimina n intre Hgy(w) si H,(w) din (2.659) se
obtine ecuatja locului de transfer

Hi(@)+H(®)=1 (2550

care este un cerc cu centrul in originea planului Hy(w), jH,(w)
si de raza unitara, fig. 2.102.

Elementul ,,trece-tot ” permite trecerea
uniforma a tuturor frecventelor cu introducerea
unor defazaje functie de frecventa.

Din acest motiv se mai numeste si element defazor pur.

0 0 HA
\ /=T 1 Fig. 2.102

Exemple de sisteme fizice care se comporta ca un element

Hirece- -tot”.

1) Se considera un termometru cu mercur. La o crestere
brusca a temperaturii mediului exterior (care constituie
marimea de intrare), are loc mai intéi dilatarea tubului de
sticla, ceea ce produce initial o scadere a nivelului

mercurului. Apoi pe masura ce mercurul se incalzeste,

lvelul acestuia creste, urmarind cresterea temperaturii.

12
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2.5.2.7. Elemente de faza minima si neminima

Se pune intrebarea in ce conditii intre M(w) si @(w) exista o
relatie bine determinata, astfel ca sistemul sa poata fi
caracterizat numai de una din aceste doua caracteristici de
frecventa.

Fie raspunsul la frecventa a unui sistem dinamic
Hjow)=Hr(o)+ JH(®). (2.662)

Daca H(s) este o functie de transfer care are poli si zerouri
numai in Re s < 0, atunci sunt verificate transformatele Hilbert

H'(w):'l}o HR(’7)d77-transformarea directa
T .o @O-1

Hr(@)= ET al n)dn—transformarea inversa (2.663)
T @-

n care w este pulsatia in [rad/s]

Din expresia raspunsului la frecventa, scrisa sub forma polara

Hijo)=M(w)e! %) (2.664)
rezults  HiG@)=I H{o)=In M(@)e!*)=In M(@)+ j ¢(o)
=Alo)+ jop(w); A(w)=In M(w) (2.665)

A(w) se numeste atenuare.
H,(s) corespunde functiiei de transfer

Hi(s)=In H(s)=1In Q) In Q(s) - In P(s) (2.666)
P(s)

Zerourile polinoamelor Q(s) si P(s) sunt singularitati pentru
functia H,(s). Aceasta functie este olomorfa daca aceste

radacini se afla in Re s<0.
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Pentru sistemele liniare care satisfac transformarea (2.667),
deci care au functii de transfer cu zerouri si poli numai in
Re s < 0, H/(s) satisface relatiile transformatei Hilbert (2.663)
care devin

_ 12 A(m), . _1%o(n)
p(w)= ﬂ_{o w-nd"’A(“’) ”_Lw_n (2.668)

Relatjile (2.668) se numesc conditiile lui Bode si satisfac o
legatura biunivoca intre A(w) si ¢(w) pentru o anumita
clasa de sisteme numite sisteme de faza minima.

Definitie. Sistemele monovariabile ale caror funcitii de
transfer au poli si zerouri numai in Re s < 0 se numesc
sisteme de fazd minima .

Sistemele monovariabile ale caror functii de transfer au
oli numai in Re s <0 si zerouri in tot planul s se
numesc sisteme de faza neminima.
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