Dintre toate sistemele care au acelasi modul al raspunsului la
frecventa, numai sistemele de faza minima introduc cel mai
mic defazaj dintre marimea de intrare si marimea de iesire,
oricare ar fi w.

In functia de transfer a oricarui sistem de faza neminima se
poate pune in evidenta un factor care corespunde unui
sistem cu faza minima si un factor care corespunde unui
element de tip ,trece-tot” sau defazor pur.

Functia de transfer a unui element de faza neminima se
poate scrie in forma factorizata

_ Qu(9)Qy(s) _ Q) Qu(5)Q,(5) _
Hnm(s)— P(S) Hnm_Ql(_S). P(S)Z —Ht(S)Hm(S)
= Ql(s) o = Ql('s) Qz(s) 2.671
He() oo =0y (@)

in care P(s) si Q,(s) sunt polinoame cu zerouri in Re s <0,
iar Q,(s) este un polinom cu zerouri numai in Re s > 0.
Polinomul Q,(-s) are toate zerourile in Re s < 0.

H,(s) este functia de transfer a unui element ,,trece-tot”
sau defazor pur. H_(s) este functia de transfer a unui
sistem de faza minima.

Raspunsul la frecventa a elementului ,trece-tot” este

Ht(Jw):gll((-Jjacj))): Mi(@)eln(I=eln™  (2672)
i 1QuG)
Mt(w)—lHt(Jw)I—lQll(_jw)l_l (2.673)

in functia de transfer a unui element ,,trece-tot” gradul
numaratorului este egal cu gradul numitorului. Fie n gradul
umitorului si m gradul numaratorului functiei de transfer H.,(s)
a sistemului de faza minima.
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Deoarece sistemul de faza minima are zerourile si polii
numai in Re s < 0, conform principiului argumentului (vezi
paragraful 2.3.1.3.2, relatia (2.84)) acest sistem va
introduce un defazaj dintre marimea de intrare si marimea
de iegire ¢ (w) dat de relatia

-pn(@)=-arg Hp (j@)=7(n-m) (2.674)

Deoarece sistemul de faza neminima cu functia de transfer
H, . (s), corespunzator sistemului de faza minima H_(s), are z
zerouri in Re s > 0, corespunzatoare la z elemente
»irece-tot” inseriate cu sistemul de faza minima H_(s), va
introduce un defazaj dintre marimea de intrare si iesire -
®,(w), conform relatiei (2.84) de forma

~p.(@)=-arg Hyn(jw)=2m+7z(n-m)  (2.675)

Comparand relatiile (2.674) si (2.675) este evident ca
- Pom(@)=- ¢ (®) (2.676)

Din relatia (2.675) rezulta ca in cazul sistemelor cu faza
neminima hodograful vectorului H,(jw) inconjoara originea
axelor in sens pozitiv de z ori, adica de atatea ori cate
elemente ,,trece-tot” (defazori puri) are functia de transfer

H,m(S).
Din relatiile (2.670), (2.673) rezulta ca raspunsurile la
frecventa H, . (jw) si H(jw) au acelagi modul

‘Hnm(ja))‘zlHm(ja))l.IHt(ja))lem(ja))l (2.677)

Toate sistemele monovariabile, caracterizate prin acelagi
modul al raspunsului la frecventa, se deosebesc numai prin
elemente ,trece-tot” (2.672) conform factorizarii (2.670).
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2.5.2.8. Elemente cu timp mort

n procesele fizice in care apar fenomene de transport de masa
sau energie, transport care se realizeaza cu viteze finite, se
impune cu necesitate utilizarea unor modele matematice care
sa evidentieze intarzierile introduse. Aceste intarzieri nete,
numite si intarzieri pure sau timpi morti, care apar pe calea
functionala cauza efect, sunt descrise in cazul sistemelor
netede cu ajutorul ecuatiilor diferentiale cu argument intarziat.
Daca se noteaza cu r timpul mort, relatia intrare-iesire a unui
element neted cu timp mort neinertial este de forma

y)=kpu(t-z),teR
H(s)=kpe ™"

Raspunsul la impuls si raspunsul indicial sunt date de
atiile (2.680) si sunt reprezentate in fig. 2.103.

h@®=L"{ H(s) }=kp S(t-7)

W(t):L_l{%S)}:pr'(t—r) (2.680)

w e wit)

0 t

Fig. 2.103

Raspunsul la frecventa a elementului cu timp mort este

H(iw)=kpe " =kpcoswz- jk, sin oz

(2.681)
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Caracteristicile de frecventa sunt

Hr(®)=kpcos@w7;H(@)=-kysinwz
(2.682)
M(@)=kp;p(w)=-arcty (tg(w7))=-w7
Caracteristicile M(w) si ¢(w) sunt reprezentate in fig. 2.105.b.
Din (2.682) rezulta ca modulul M(w) este independent de

frecventa, iar faza ¢(w) este o functie liniara de frecventa,
factorul de proportionalitate fiind timpul mort 7

v Y Mw) 1

Locul de transfer este un cerc de raza k,, fig. 2.105.a, de

ecuatie , ) 5

H&(@)+Hi(o)=kj (2.683)
Este parcurs de un numar infinit de ori cand w variaza de
lalla .

Exemple de elemente cu timp mort:

1) Fie o banda transportoare, fig. 2.106.a care se deplaseaza cu
viteza constanta v. Marimea de intrare u(t) este sectiunea S prin
care materialul se scurge din buncarul 1 pe banda transportoare 2,
iar marimea de iegire y(t) este debitul Q al materialului deversat
Tn buncarul 3. Orice modificare a sectiunii S va determina o variatia
debitului Q numai dupa un timp 7 = L/v.

2) Fie o instalatie de amestecare a doua lichide de natura diferita
fig. 2.106.b. Modificarea in treapta a debitului unui lichid va
determina variatia concentratiei amestecului, care va fi sesizata in
unctul de masurare M, abia dupa timpul mort 7 = L/v.

&
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Fig. 2.106

2.5.2.9. Elemente combinate
2.5.2.9.1. Elementul integrator cu intarziere IT,

Este descris de o ecuatie diferentiala de forma

T1T2 Y20 +T, yOO=u(t) (2.684)

respectiv de functia de transfer

1
T28(T1s+1) (2555

H(s)=

Raspunsul la impuls, reprezentat in figura 2.107, este
descris de relatia

h®=L{ HE) =L * - Lo L
T2S T2 S+i
. (2.686)

(.t =0 h(+o0)= L
=2 1-e7, o h(0.)=0 h(ro)=-

2 2

Raspunsul indicial , reprezentat in fig. 2.107.b se determina cu relatia

_, a1/ HO® | _, - 1 _
W(t)_Ll{S}_Ll{T2$2(T15+1)}_

T, T, 1 - (2.687)
T2s T2 g4 L
T1




|t T2 _t
)= —-+2[1- 1),
=8 [Tz Tz( eTzﬂa() (2.687)
w(0:)=0, w(+o)=o0
0 | w i

h(t) W@ | ¢ t T,
1 o\ T
r 1 /

/ ®

[ T, T,*+Ty []

5

\

a

Fig. 2.107
Raspunsul la frecventa se obtine din (2.6-85) pentru s = jw

L 1 _ -Ti0-
H = = )
o jov) Tao(Tidfrn’  (2689)

Caracteristicile de frecventa sunt

_ T1 o = L ;
Hr(@)=-— i H (@)= 55—
()= L Goen MO o (2.689)
1 1
Mo)=— = w)=arctg — .
NN e P e

Locul de transfer are forma din fig. 2.108

Caracteristica atenuare-frecventa are expresia care

1
Ag(®@)=20lg ————— 2.690
dB( ) g Tzwm ( )
pentru frecvente mari are asimptota.
Ag=-401g w-401lg [T, T,=-40lg o, (2.691)

1

cu panta de - 40 dB/dec si care taie axa in punctul wr:ﬁ
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Diagrama Bode este reprezentata in fig. 2.109.

jHi(w) J—
T7
Tz
[ i
0 1 i’
Hr(w) AN
A
0 g -
—
Fig. 2.108 Fig. 2.109

Elemente de tip IT, sunt toate tipurile de servomomotoare
electrice, hidraulice, pneumatice.

Se considera servomotorul elec-tric SM din fig. 2.110 alimentat
la o tensiune u.

Prin intermediul reductorului mecanic R, servomotorul SM
antreneaza cursorul unui potentiometru P. Marimea de iesire y
este tensiunea obtinuta la cursorul potentiometrului P. Pentru
acest sistem se pot scrie urmatoarele ecuatii

: /& A l Fig. 2.110
do

- ecuatia de miscare J —=mp-my

dt
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J - momentul de inertie; m_, = k,u(t) - cuplul
electromagnetic; m, = K,w(t) - cuplul rezistent (de frecare) ;

- unghiul de rotatie al rotorului ; 0(t)=}a)(t)dt
0
a = k30, a = deplasarea cursorului potentiometrului P;

y(t) = k,a(t); kq, ks, K3, k, - constante de proportionalitate

Eliminand marimile intermediare din aceste relatii se obtine
urmatoarea ecuatie pentru sistemul analizat

1

© ko 1 —
. t)+—2  yW=y).
Kikaks y(t) Kikoka y ® (2.692)
Introducad constantele de timp i=T1 ;T2= Kz
k2 kikaka

ecuatia (2.692) devine

T.T2 V20 +T, yO(M)=u) 699

care este specifica unui element 1T,

2.5.2.9.2. Elementul de intarziere de ordinul 1 cu timp mort

Este descris de o ecuatia diferentiala de forma

T1 YY)+ y®)=k,u(t-7) (2.695)
sau de functia de transfer
k e—S T
H(s)=—P—— 2.696
(s) e (2.696)

T,, 1, k, au semnificatiile prezentate la elementele de
intarziere de ordinul 1 si cu timp mort.

Raspunsul la impuls are expresia
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Raspunsul la impuls , reprezentat in fig. 2.111a, are expresia

ST .
56 1 =ﬁe't?lcr(t-r),t21 (2.697)
Tl(s"'*J T
T1

Raspunsul indicial , fig. 2.111b, se determina cu relatia (2.698)
Si este reprezentat grafic in fig. 2.111b.

h@O=L*{ HE }=L"

H(s) kpe® [ _ tee
w(t)= L{ s } Ll{m}_kpa-en Yo(t-7)  (2.698)

Raspunsul la frecventa are expresia

-jot -jort
H(ja)):kp.ei:kpe. =T 0. (2.699)
Tijotl 1+jp

Caracteristicile de frecventa au expresiile

ko(COSwz-nsinwr)
E 2 !Hl(w):
1+p

kp(Sinwz-ncosar)

Hr(o)= 1_}_772

" " (2.700)
——, =ar
e o(o) 9[1+

M(w)=

j+arg ( 1“”): -arctgn - wr.
in

Caracteristica atenuare-frecventa , fig. 2.112a, are expresia
Kp

=20Ilg ——
AdB QW

cu asimptotele  Ajg(w) = 20Ig k, - la frecvente joase;
Ags(w) = 20Ig k, - 20lg w la frecvente nalte.

(2.701)

Locul de transfer a elementului de ordin 1 cu timp mort din
fig. 2.112.b si caracteristica faza-frecventa, fig. 2.112.a, pun
1 ewdenta variatia suplimentara a fazei pentru un timp

& mort 7 =0 fata de cazul cand r = 0.
AN




Agl
09 ke

-20 dB/dec

Fig. 2.112

Elementul de ordin 1 cu timp mort se utilizeaza pentru
aproximarea comportarii dinamice a numeroase sisteme
fizice, deoarece parametrii acestor elemente se pot identifica
or daca se cunosc raspunsurile lor indiciale.

VARIABILE DE STARE. DESCRIEREA INTERNA
A SISTEMELOR LINIARE

Metoda variabilelor de stare constituie o alta modalitate de
descriere matematica a comportarii sistemelor dinamice
monovariabile si multivariabile, denumita descriere interna
a sistemelor. Aceste sisteme sunt descrise in acest caz de
doua seturi de ecuatii:

a) ecuatii intrare-stare, care descriu evolutia marimilor de
stare sub actiunea marimilor de intrare. Aceasta evolutie este
complet determinatd de cunoasterea variabilelor de stare
la un moment dat (cunoasterea conditiilor initiale) si a
marimilor de intrare;

b) ecuatiile de iesire, care descriu evolutia marimilor de
iesire sub actiunea marimilor de stare.

Metoda variabilelor de stare prezinta urmatoarele

& caracteristici principale:

1/7/2015
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- analiza sistemelor se efectueaza in domeniul timpului si
utilizeaza algebra matricial3;

- reprezentarea sistemelor monovariabile se extinde usor si la
sistemele multivariabile, permitdnd o analiza unitara a
sistemelor dinamice;

- notiunile noi de controlabilitate si observabilitate au un rol
important in cadrul acestei metode;

- metoda ofera un instrument puternic pentru rezolvarea
problemelor de optimizare;

- anumite sisteme ce prezinta neliniaritati sau parametri variabili
n timp pot sa fie tratate prin metoda variabilelor de stare;

- modelele matematice ale sistemelor dinamice reprezentate
prin ecuatii intrare-stare-iesire permit utilizarea calculatoarelor
numerice ca instrumente eficiente pentru analiza si conducerea
acestor sisteme.

Variabilele de stare sau marimile de stare reprezinta un
grup de marimi care definesc complet starea sistemului la
un moment dat; aceasta stare indeplineste rolul unor conditji
initiale pentru evolutia ulterioara a sistemului

Ca variabile de stare se aleg de obicei marimile ce
definesc starea elementelor acumulatoare de energie
dintr-un sistem, ca de exemplu: nivelul pentru un rezervor
hidraulic, tensiunea la borne pentru un condensator electric,
curentul ce o parcurge pentru o bobina, elongatia pentru un
resort, etc.

3.1. Descrierea interna a sistemelor monovariabile

Pentru un sistem monovariabil continuu sau discret, descris de o
ecuatie diferentiala respectiv de o ecuatie cu diferente de ordinul
numirul de méirimi de stare necesar pentru definirea starii
istemului este egal cu ordinul ecuatiei diferentiale —

M n variabile de stare.

1/7/2015
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Alegerea variabilelor de stare nu este unica, starea unui
sistem de ordin n poate fi complet definita de diferite
grupuri de n variabile de stare alese.

3.1.1. Descrierea interna a sistemelor monovariabile netede
3.1.1.1. Metode bazate pe utilizarea ecuatiei diferentiale
3.1.1.1.1 Metoda 1. Variabile de faza. Forma canonica controlabila

Se considera un sistem monovariabil neted (continuu in timp)
descris de o ecuatje diferentjala de ordin n de forma

YOO +an Y0+ ...+ a YO (0) + a0 Y= u(t) o

a =constant;i= 1, N

Ca variabile de stare se aleg: marimea de iesire y(t) si
rimele (n - 1) derivate ale acesteia.

Fie variabilele de stare, denumite si variabile de faza:
x=Y %= =W = 1= Y e = = Y (3.2)
Din ecuatia (3.1) se obtine

y(n): %0=- an1 y(n-l) -3 y(2) -a y(1) -ag Y+u(t) 3.3)
Xn=-ag X1-ar X2~ -~ an1XnTU. (3.4)

Cu ecuatiile (3.2) si (3.4) pentru
ecuatia diferentiala (3.1) se % =Xx3
obfine urmatorul sistem de
ecuatii diferentiale de ordinul 1,  ; _,
n-1 n
(3.5)

(3.5)

Xp =—8pX —aXy = — a4 X,

1/7/2015
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Se adauga relatia ecuatiei de iesire:
Y=Xi. (3.6)

Sub forma matriciala relatiile (3.5) si (3.6) devin

X= Ax+bu
(3.7)

] y=c¢' x+du _ B

B 1 @ e O o 0

0 0 1 0 O 0

0 0 0 1 0 0

A=| 0 0 200 000 000 0 0 b= ; (38)

0 0 0 - 0 1 0 :
0 0 0 O 0 1 0
_an—l_ _1_

unde A = matricea sistemului (n x n); b, cT = vectori
constanti (n x 1), b - vector de intrare, cT - vector de iesire,
d = constanta.

Pentru ecuatia (3.1) se asociaza ecuatia caracteristica
n n-1 _
p +anp +.tapta=0. (3.9)

Se observa ca elementele ultimei linii ale matricei A sunt
coeficientii ecuatiei caracteristice (3.9) considerati cu
semn schimbat.

In cazul general in ecuatia diferentiald intervin si derivatele
marimii de intrare, considerand m = n ecuatia (3.1) devine

YOO+ an YO+ ..+ a YO0+ ag V(D)=
=pb,u™ )+ ...+ by uP(t) + bou(t)

(3.10)

1/7/2015
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Introducand operatorul de derivare p =d(.)/dt ecuatia (3.10)
se poate scrie sub forma

Y= — D P EDPED oo o=

) p"+ans p ey Ptag (3.11)
=(lon P"+...+by P+hbo) ¥, (1)
1
y, ()= u(t)

n n-1
p Ftanip t..ta;Ptap

"+ ..+ pt
H(p): bnnp blp bO
p +..+ta;pPtag

(3.12)

H(p) coincide cu functia de transfer a sistemului (3.10) pentru
p = s. Relatiilor (3.11) si (3.12) le corespunde schema bloc din
: fig. 3.1.

yi(t) yt)
v bn P"+ ...+ by P+
1

- — p"+..+a; p+ag
ptapgpH.tapPrag

Fig. 3.1

Se aleg drept variabile de stare marimea y,(t), ce constituie
marimea de iesire a elementului fictiv 1, fig. 3.1, sicele n - 1
derivate succesive ale acesteia, adica

— — . — 1 — . — 01
X1= Y1, X2=X1= y(l),... yXn— Xpn-1— y(l ) (3.13)
Pentru ecuatia diferentiala (3.10) corespund ecuatiile:
-1 1 _
Y+ an Y ag U +a v, (0= u()

. 3.14
V(0=bn Y0+ bt YO+ 4 by YO0 +bo v, 0). G194

14
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Tinand seama de ecuatiile (3.13) si (3.14) ecuatiile de stare si
de iesire ale sistemului descris de ecuatia (3.10) devin

yi =% =%,

Y12) =X =X3

: (3.15)

-1
Y =

n
%):X__%M_%M_”_%4%+U

n—1 = X,

Y(O)=bo x1 b1 X2t F bt XnFbn Xn =

=(ho-bnao) X1t (br-bnar) Xo+ -+ (bpg-bpany) Xa thyu=  (3:16)
=cixiteaxotteaxnthpl

Ck = Dk-1-bnak-1, k= ﬁ : (3.17)

Pentru sistemul (3.10) ecuatia matriceala intrare stare este
de forma primei ecuatii (3.7) cu matricea A si vectorul b date
de (3.8). Tindnd seama de (3.16) si (3.17) ecuatia de iesire
devine

y(t):CTX+an;CT:[C1 Co . Cn]- (3.18)

Ecuatiile matriceale (3.7), (3.18) definesc ,forma canonica
controlabila” a ecuatiei de stare ale unui sistem liniar
monovariabil.

Schema bloc a sistemului monovariabil (3.10) corespunzatoare
ecuatiilor (3.15), 3.16) este prezentata in fig. 3.2.

Conditiile initiale x,(0), i = 1,n  se determina din ecuatia
6) si a derivatelor acesteia pana la ordinul (n - 1) n care
W se Tnlocuiesc succesiv derivatele variabilelor de

M stare din (3.15).

15
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Fig. 3.2
Pentru sistemul descris de ecuatia (3.10) variabilele de stare x,,
X5, ..., X, hu au o semnificatie fizica. In cazul utilizarii

variabilelor de faza starea sistemului nu este definita prin
marimi fizice masurabile, deci observabile

Exemplul 3.1. Fie sistemul de ordinul 2 caracterizat de ecuatia

_ (2) Dy 2= 2
i y +2 f on 'Y +Cl)n Y= U. 319

Se aleg variabilele de stare
x(®)=y,®); x2=x (@), iar yt)=w?y,(t). 320

Din (3.19) si (3.20) rezulta

%(t)= y1 “on Yy 250)ny1 (3.21)

=-onx(0)-2¢ an a0+ U(); Y= 0r )
Ecuatiile intrare-stare-iegire ale sistemului de ordinul 2 sunt

deci
(D)= x(t)
%2 (0)=- wf x1()- 2 & wn x2(Y)+u(®)
y(O) = wnx(t)

Sub forma matriceala ecuatiile (3.22) devin

16



1/7/2015

17



