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3.1.1.1.2. Metoda 2. Forma canonica observabila

Fie un sistem liniar continuu descris de o ecuatie
diferentiala, considerand m =n

YOO+ an Y O+ + a2 YOO+ a0 ()=
= b u®(®) + ...+ by D () + bou(t) (3.10)

Utilizand operatorul de derivare p aceasta ecuatie este
adusa la forma

(b0 "+ Y- B t) P43y ) p+ag Y-y U=0. (3.24)

Se introduc urmatoarele variabile de stare

X1= Y -bnu
X2= P -baU)+anty-0p1U=Pxi+an1y-bpil
x3= P°(Y - W)+ P(anty -bniU)+ans Y -bpoU=

=pxotan2y-bnoU

X1 = POV - b W)+ P (@na Y - Bna )+ an-ks1 Y - bn-ksr U=
= Pxetank+1yY-bn-k+1U
(3.25)
Xo= P (Y -y W)+ P (@0t Y -bpg U)+ ot
+p(azy-bU)*+ary-bu=

=Pxpatary-bpu




Derivand ultima relatie (3.25) si tinand seama de (3.24) se
obtine
Pxn=-(ap y-bol). (3.26)

Din prima ecuatie (3.25) rezulta

y=x;+Db,U (3.27)

care se inlocuieste in ecuatiile (3.25), (3.26), care devin
X2= X1+ an-1X1 - (bp-1- @n-1bn ) U
X3= X2+ an-2 X1~ (bn-2 - @n-2bn ) U
: (3.28)
Xn = Xn-1+arx1 - (by-aibn) U
Xn=-ao X1+ (bo-aohn)U.

L —

Se introduc notatiile
:Bk:(bn-k'an-kbn)’ k=1.2,..n ;ﬂozbn (3.29)

si ecuatiile (3.28), separand derivatele  X%,k=1n se scriu

n forma
X1 =-anp1 X1+ x2+ fuU
X2 =-an2x1txz+ fLu
(3.30)
Xk ='an—kX1_"Xk+1_|_ﬁku
Xn-1=-ar1xa+t xn+ LB, U
Xn =-aopx1+ B, U

iar ecuatia iesirii (3.27) devine

y= Xl+lBOu (3.32)
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Din ecuatiile (3.30) si (3.31) se obtin ecuatiile sistemului
in forma vectorial-matriceala

X -—a, 4, 1 -~ 0 - 0 0][x i)
X2 -a,.» 0 1 - 0O O X2 Lo
Xk |=|—an_x O 0 1 0 X |+| Bk |u (3.32)
.. 0 O
Xn-1 - 0 0 0 1) |xpa Pna
| Xn | | —@0 0 0 0 O x | [ Bn |
y=[L 00 0 0 O][xs x2 - - - X - - xaf +fu (3.33)

de unde rezulta imediat matricea A si vectorii b, cT .

Ecuatiile matriceale (3.32), (3.33) definesc forma canonica
observabila a ecuatiilor de stare ale unui sistem liniar
onovariabil continuu.

Pentru sistemul descris de ecuatile (3.30), (3.31)
corespunde schema bloc din fig. 3.3.

U

Fig. 3.3
Conditiile initiale x;(0_), x,(0_),..., x,(0_) se determina in functie de
valorile y(@.),  y(0),..., y"-(0) si u(0.), u(0), ..., u""(0.)
utilizand ecuatiile (3.25).
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3.1.1.2. Metode bazate pe utilizarea functiei de transfer
Se considera sistemul descris de functia de transfer
H(s)= bs"+ ...+ by S+ by _ brs"+ ...+ by S+ by
s"+angs" . tagStag  (S-A41)(S22)-(5- An)

unde A, A,, ..., A, , sunt radacinile ecuatiei caracteristice
(ale numitorului functiei de transfer H(s))

In functie de natura radacinilor ecuatiei caracteristice care
pot fi. a) reale simple; b) reale multiple; c¢) complex
conjugate simple; d) complex conjugate multiple, se pot
defini variabilele de stare canonice in mod diferit.

a) Cazul rddacinilor reale simple
In transformate Laplace ecuatia de transfer (3.11)
e scrie astfel

bns"+...+b1S+bo
(s-21)(8-22)--(S- An)
:COU(S)+ C1U(S)+ CzU(S)+ o+ cnU(s) (335)
S-A1 S-A2 S-An

Y(s)=H(s)U(s)=

U(s)=

bns"+-+byS+bo _

unde co= lim H()= lim =bnsci=(5-2i ) HE)k-,

so® sow 8.t St (3.36)

Relatia (3.35) se poate prezenta prin urmatoarea schema bloc
ca in fig. 3.4. Se considera ca variabile de stare marimile de
iesire ale blocuri-lor 1, 2,..., k,..., n, fig. 3.4 si se scrie:

U(@s),k=1,2,...,n (3.37)

X« (s)=
« S - Ak

sau in domeniul timpului

%= AxiHu®) k=1,n (3.38)



Y

ueE)

Fig. 3.4

Relatjile (3.38) reprezinta un ansamblu de n ecuatii de
stare. La aceste ecuatji se adauga ecuatia de iesire, care se
obtine din (3.35), Tindnd seama de (3.37) si aplicand
transformata Laplace inversa

y(t)=co u(t)+ é ck Xk (). (3.39)

Ecuatiile (3.38), (3.39) se scriu sub
forma matriciala

3.40
y=c X+coU B
(4 0 00 0 0 0] ma
0 1, 00 00 0 O
A= h b=
0 000 2 0 0 O
0 0 0 0 Ay O
i 00 0 0 An | L1]
(3.41)
c'=[c, car = el

Se observa ca matricea de evolutie a sistemului A este o
matrice diagonala, a caror elemente de pe diagonala
pnnmpala sunt radacinile ecuatiei caracteristice (sau polii
e transfer). In aceasta situatie variabilele de stare

\ ‘.Munt complet decuplate.
\
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Forma matriceala (3.40) poarta denumirea de forma
canonica diagonald . Pentru integrarea ecuatiilor (3.38)
sunt necesare conditjiile initiale  x_(0), k =1 n

Acestea se determina cu ajutorul relatiei (3.39) si a derivatelor
ei pana la ordinul (n-1) in care se elimina de fiecare data x, cu
expresia din relatia (3.38). Se ob{ine astfel un sistem de n
ecuatii cu n necunoscute.

Pe baza relatjilor (3.38), (3.39), se obtine schema de modelare
analogica a sistemului analizat prezentata in fig. 3.5

b) Cazul radacinilor reale multiple

Daca o radacina a ecuatiei caracteristice (3.34), de exemplu
A,, este de multiplicitate k, atunci relatia (3.35) care exprima
marimea de iesire se poate scrie astfel

\é

Fig. 3.5
_ ba s+ ...+ by S+ Do _
()= U(s)= H(s)U(s).
(5= 42 ) (S~ A )(S - Arz) (S An) (3.42)
Y(s):{ O+ G2y 4 Gy Dy Gz oy g G }U(s)+
-4 (5-41) 5= G- Jea O s S-An

.o u(s)

(3.43)
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Relatiei (3.43) ii corespunde schema bloc din fig. 3.6.

1
. i
- X, +
o 2 | "
—_— i X, ¥ —
X o
&
X,
== ]

Fig. 3.6

Aceasta schema poate fi transformata ca in fig. 3.7.

Se aleg ca variabile de stare marimile de iesire ale
blocurilor 1, 2, 3,..., n , asa cum rezulta din fig. 3.7,
care se pot scrie relatiile

X 1(s) :S—iﬁ_l X 2(8)

X2() =7 Xa(®)

(3.45)
X -1(S) =S%1 X 1 (S)
Xk(8) = U(s
(© =V
X ea(9) = ———U(s)
T s Ak (3.46)
1
Xn(S) =5 U(s)

" An

Din relatia (3.45) rezultd in domeniul timpului ecuatiile de
stare . Ecuatia de iesire se obtine din (3.43).
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x1( = 21 x1 (D) + x2 (V)
x2() = A1 x2() + x3(t)

Xk-1(0) = A1 xk-1 (1) + xi (V)
Xk () = A1 x (O +u(t)
Xi+1 (1) = Aka1 Xk+2 (D +u(t)

xn() = An xn+u(t)
Y= £ o x(0+ cou(). (3.47)

In forma vectorial-matriceald, ecuatiile intrare-stare-iesire
(3.46),(3.47) devin (3.48), (3.49), sau compact (3.50).

Se observa ca

a) matricea de evolutie este o matrice Jordan, notata cu J,
care contine un bloc Jordan de ordin k, delimitat cu linie
upta n relatia (3.48) si n-k blocuri Jordan de ordinul 1
(Jes1 = Ay o0 I, =AY,

X 401 0 0 O 0 0| x 0
X 0 4 1 0 0 0 0 X 0
X3 0O 04 1 0 O 0 0| Xg 0
o o ---
Xa|_| 0 A1 0 O | X . 0 o)
Xy 0 0 0 0 4 0 0| x 1
Xie41 0 0 0 0 0 O - A 0 | X 1
O 0 00O 0O O .- ol - (3.48)
| X, ] [0 0 0 0 0 O O - 0 A % | [1] '
y= [C1 C2 - Cn] [Xl X2 . Xn]T +cou(t) (3.49)
X=Jx+bu
(3.50)

y=¢' X+coU.




b) blocul Jordan de ordin k evidentiaza cuplajul intrinsec
existent intre variabilele de stare corespunzatoare radacinii
multiple A, ;

c) vectorul b contine cifra 1 pentru radacinile simple; pentru
radacina multipla de ordin k corespund (k-1) zerouri i 0
valoare egala cu 1 in linia k.

Pentru integrarea ecuatiilor (3.46) conditiile initiale x(0) se
determina ca in punctul a).

Forma (3.48), (3.49) a ecuatiilor de stare se numeste forma
canonica Jordan.

3.1.2.Descriereainterna a sistemelor monovariabile
liniare discrete

In spatiul starilor sistemele dinamice discrete sunt
descrise de ecuatii matriceale asemanatoare cu cele ale
Sistemelor liniare continue.

Fie un sistem monovariabil liniar discret descris de ecuatia
cu diferente generala
yk+n)+an; y(k+n-1)+..+a, y(k+1)+a,y(K)=
=ppU(k+m)+ppqu(k+m-1)+..+bu(k +1)+hou(k) )

Marimea de intrare u(j) este cunoscuta pentru j >0.
Functia de transfer in z corespunzatoare sistemului discret
descris de ecuatia (3.90) este

H(z)= D2 +bma2" -+ 2+ by

; (3.91)
"+tangz" 1+ wtaZtag

Pentru stabilirea ecuatiilor de stare se utilizeaza metode

bazate pe cunoasterea ecuatiei cu diferente sau a
nctiei de transfer a sistemelor monovariabile discrete.
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3.1.2.1. Metode bazate pe utilizarea ecuatiei cu
diferente- Forma canonica controlabila

Fie sistemul dinamic discret descris de ecuatia (3.90) in care
m = n. Se alege o variabila de stare x,(k) care verifica
ecuatia cu diferente

xi(K+n)+angxg(k+n-1)+..+ax; (K+1)+ax (k)= u(k). (3.92)

Celelalte variabile de stare se definesc prin relatiile
xi(k+1) =x(K)=x(k+1)
Xo(K+1) =x3(K)=x(k+2)
: (3.93)
Xn-1(K+1) = xp(K)=xi(k +n-1)
Xn(K+1) =-ag x1(k)- a1 x2(K)- .- an-1 xn (k) + U(K)= xa (k +n).

Utilizand operatorul de deplasare in avans cu un pas, notat
cu q, definit prin
g(k)= f(k+1), k>0

g=qf— (3.94)
g)=0, k<0

ecuatia (3.90) se poate scrie

y(k) lqn +an1 qn-l"' --Faigd+ap J=
(3.95)

=[lbn 0"+ bt "+ ...+ by 0+ bo Ju(k).

bnqn"'bn-lqn-l"' ..+ b1 +Dbo

y(k): n n-1
g tan1qd t+..taqtag

u(k). (3.96)

Din ecuatia (3.92) se obtine
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(k)= (k)

qn+an-1qn'1+---+a1q+ao (3.97)

fnlocuind (3.97) in (3.96) se exprima y(k) sub forma

Y(K)=(bn 0" +bp1 0"+ ..t by G+ D) xa(K) =
=bp xa(K+N)+bpg xa(K+n-1)+...+by x3(K+1)+ by x1(K)=

=bn Xn+1(k)+ bn-1 Xn K)+..+ b1 X2(k)+ bo Xl(k)-

(3.98)

Tinand seama de variabilele de stare definite de (3.93) relatia (3.98) devine

Y(K)=by [ a0 x1(K) - 21X (K) ..~ @ X (K)+ U(K)]+

+Dn-1Xn (k)
=coxa(

n

+Dbn-2 Xn-l(k

c,=b,,-Dba

L 1=1.n.

)+ ..+ by xa(K)+ b % (K) =
K)+ 2 X2 (K)+ .4 Co X (K) + b U(K).

(3.99)

Ecuatiile (3.93), (3.99) scrise sub forma matriceala,
constituie o forma standard a ecuatiilor de stare numita
forma canonica controlabila. Aceste ecuatii sunt

okt o 1
xo(K+1) 0 0

| xk+n)] La -a

yR=[c: co

sau in forma compacta

“q2 .

- enlba® xe() e

0] | Xl(k)_ 0]
0| x| [0
| u(k)
1 x| |0 (3.100)

a1l x, (k)| L1
(] +buk)  (3.101)
X(k+1)= Aq X(KH+bgqu(k 3.102)
y(k)=c" x(k)+du(k) (3.103)
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unde A, este matricea de evolutie de tip (n x n); b, - vectorul
de intrare (n x 1); cT - vectorul de iesire (n x 1); d = constanta.
Conditiile initiale x(0) se determina din ecuatia de iesire
(3.99) cunoscand valorile initiale y(0), y(1), ..., y(n-1) si
u(0), u(l),..., u(m-1). In ecuatia de iesire se dau succesiv lui

k valorile O, 1,...,(n-1), inlocuind de fiecare data x;(k+1)
prin - x(K), i =1,..,n conform relatiilor (3.93). Se obtine
astfel un sistem de n ecuatii cu n necunoscute.

In cazul general in care m < n, A,, b, sunt identice cu cele

din expresia (3.100) sicT = [b, b, ... b, b, 0 ...0] si
d=b,=0.

Metoda 2. Forma canonica observabila

In ecuatia cu diferente (3.90) a unui sistem monovariabil
I|n|ar discret se introduce operatorul de deplasare de avans
\ Cu un pas q si obtine

9" ( Y(K) - bn U (K)+q" [ ans YK) - by u(K) ]+
+0[ a1 Y(K) - by u(k) ]+ ao y(K) - bo u(k)=0. (3.104)

Se definesc variabilele de stare astfel

x1K)= y(K)- bpu(k)
k)= aly(k)- bpU(K)]+ -1 y(K)- bp.1u(k)=
= xa(k+1)+ a5 1 Y(K)- by 1U(K)
xa(K)= 62 [Y(K) - by U(K)]+ alan1 Y(K) - by 1 U(K)]+
+ 22 Y(K) - b 2UK) = 0 xo(K) + an-2 Y(K) - by o U(K)= (3.105)
= yo(k+1)+ a5 Y(K) - by U(K)

24

Xn(K)= X (K +1)+a y(K) - byu(k)=
= 0" [y(K)- b Uu(K)]+ 4" [an.1 Y(K) - b1 U(K)]+ a1 Y(K) - by u(K)

Printr-o deplasare in avans cu un pas in ultima ecuatie
05), tinand seama si de ecuatia (3.104) se obtine

1/7/2015
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Xn (K +1)=-ap Y(K)+ho u(k). (3.106)

Din prima ecuatie (3.105) se obtine ecuatia de iesire

Y(KF xa (K} u(k). (3.107)

Tnlocuind y(k) In ecuatiile (3.105), (3.106) se obtine forma
standard a ecuatiilor de stare sub forma matriceala, numita
forma canonica observabila pentru un sistem monovariabil
liniar discret. Aceste ecuatii sunt date de relatiile

[ xk+D)] T-apy 1 0 0 .. O xu(k)] B
xo(K+1)| |-an 0 1 0 .. O xa(k) P

= . + (k)

Xn-l(k+1) -y 00 0 .. 1 Xn-l(k) ﬂn.l
L Xn(k+l)_ L ~ao 00 0 . 0__ Xn(k)_ ﬂn_

(3.108)

yK=I1 0 0 .. 01[a(k) xa(k) .. xa(Kf +byu(k).  (3.109)

Conditiile initiale x;(0), i =1,...,n, se determina plecand de la
conditiile initiale y(0), y(1), ..., y(n-1) si u(0), u(1), ..., u(n-1).
Pentru aceasta se utilizeaza valorile lui y(k); k =0,...,(n-1) in
ecuatiile (3.105).

Daca m < n atunci A, si cT sunt identice cu cele din expresia
(3.108) iar by=[00... b, b ;... b; by] sid =0 pentru cab, =0.

3.1.2.2. Metode bazate pe utilizarea functiei de transfer

O alta modalitate de obtinere a ecuatiilor de stare consta in
descompunerea functiei de transfer (3.91) in elemente simple
corespunzatoare unor conexiuni paralel sau serie ale
acestora.

a) Modelul in paralel

Daca A, i = 1,...,n sunt polii functiei de transfer

ni 3.91) aceasta se poate scrie
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bmz™+ b2 z™ ..+ b2+ by

&= e ) (3.111)

H(z) poate fi descompusa intr-o suma de n elemente simple

H@=co+3 % co= lim H(@:

Z- A zZ—>o0

(3.112)
a=[H@(z-2) ll,=,, -

Ecuatia transferului intrare-iesire se poate scrie

Y@= HQU@=3 -5 U@)+cU@). @3
|:1Z'ﬂ.'

Se definesc variabilele de stare

Xi(@)=——* (3.114)

Ecuatia (3.113) devine

Ecuatiile (3.114), (3.115) pot fi reprezentate prin schema bloc
din fig. 3.15 numita si modelul paralel al sistemului liniar
monovari-abil discret definit de functia de transfer (3.111).

7 Xy + Y@

|§

Fig. 3.15

Tn domeniul timpului ecuatiile (3.114), (3.115)

‘& devin
AN
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xi(k+1)= i xi(K)+u(k) ,i=1n (3.116)
y(k)= co u(k)+ X ci xi (k). (3.117)
i=1

Utilizand operatorul de intarziere cu un pas g, ecuatiile
(3.116), (3.117) pot fi modelate cu schema bloc din fig. 3.16

e
X, ()
; 1
"W_,
. %00
‘EE_‘ c"

Fig. 3.16

Ecuatiile (3.116), (3.117), sub forma matriceala, definesc
forma canonica diagonala a ecuatiilor de stare ale unui
sistem dinamic liniar monovariabil discret.

Aceste ecuatii sunt

[ xak+D)] (4 0 0 0 . 0] x®] rq
xok+1)| |0 2, 0 0 ... Of x®| |1
....... ] ] uk)
¥+ [0 0 0 .. Aps Of|xou(®)| |1
Cxak+1)| |0 0 0 0 .. An]] xo(®] L

ykEler c2 -« cnllxa(®) xa(K) o xa(K) +cou(k).

(3.119)
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