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3.2.1.4. Ecuatia neomogena. Tranzitia
intrare-iesire
Solutia generala a ecuatiei neomogene (3.142) este
formata din doua componente: o componenta a regimului
liber x,(t) - solutia ecuatiei omogene (3.144) corespunzatoare
ecuatiei (3.142) si o componenta a regimului fortat

X;(t) - solutia particulara a ecuatiei neomogene (3.142).

Solutia ecuatiei omogene se determina cu relatia (3.167)

xi (D= ¢ (t-7,0)x(z)

Solutia particulara a ecuatiei neomogene se determina prin
metoda variatiei constantelor. Se scrie

xr (=g (t-7,0)q(t)
in care q(t) este un vector ce se va determina din conditia
a Xx{(t) din (3.217) sa satisfaca ecuatia (3.142).

L —

%t (O=¢(t-7,00q0+¢(t-7,00a(O=Ag(t-7,0)q)+But).

Tinand seama de proprietatile matricei de tranzitie,
conform relatiilor (3.172), (3.173) rezulta
X1 ()= Ag(t-7,0)q(t)+ ¢ (t-7,0)q(t)= Ag(t-7,0)q(t)+ Bu(t)
=g~ (t-7,0Bu(t)=¢(z-t,0)Bu(t)

q(t):£¢(r—0', 0)Bu(o)do. (3.218)

Inlocuind (3.218) in (3.217) se obtine solutia regimului fortat

xi O)=d(t-7, 0)}¢(T—0, 0)B u(a)dU:}(ﬁ(t-a, 0)Bu(o)do. (3.219)

T T

Solutia generala a ecuatiei (3.142) va fi de form.
20), numita formula variatiei constantelor.



XO=x( + x¢(t) = g(t-7, 0)x(7) + }¢(t-01 0)Bu(o)do. (3.220)

Daca se utilizeaza expresia (3.161) a matricei de tranzitie,
solutia (3.220) a ecuatiei neomogene se poate scrie

t
x(t)=e""x(z)+[er")Bu(c)do . (3.221)

nlocuind x(t) din (3.220) sau (3.221) in ecuatia de iesire
(3.143) se obtin relatiile care exprima tranzitia intrare-iesire.

y()=C [ 4(t-z, 0) x(r)+}¢(t-a, 0)Bu(o)do J+Du(®). (3999

YO=C [ "7 x(r)+ [e" B u( o )do ]+ D u(t). (3.223)

Daca momentul initial este =0 si in plus x(0,) = 0,
conditiile initiale sunt nule, relatiile (3.221), (3.223) devin

t
— [At-0)
X(t) {e Bu(o)do (3.224)

t
y()=C [eA?)Bu(o )do + D u(t) (3.225)

Expresiile (3.220), (3.221) si (3.222), (3.223) furnizeaza
vectorul de stare si respectiv vectorul de iesire al sistemului
pentru orice t > 1 >0 plecand dintr-o stare initiala arbitrara x(7),
pentru o marime u(t) aplicata la intrare pe intervalul [7,t].

Relatiile (3.220) - (3.225) raman valabile si pentru sistemele
monovariabile descrise in limbaj intrare-stare-iesire, matricele B
si C fiind Tnlocuite cu vectorii b si cT iar matricea D cu constanta

d, adica

t
X(t): eA(t" ) X( T )+ _[eA(t-O—)b U( o )d(f (3 226)

t
W=c" [e""x(7)+[er"bu(o)do]+du(t). .227)
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3.2.1.5. Matricea de raspuns la impuls.

Se considera un sistem monovariabil propriu (d = 0).
Se presupune 1 = 0 si x(0) (conditii initiale nule). Atunci din
(3.226), (3.227) rezulta

t
— [ JAt-0)
X(t) ge bu(c)do (3.228)

t
yi)=c" [e"t)bu(o)do. (3.229)
0

Daca marimea de intrare u(t) este impulsul Dirac 6(t) se
stie,ca w

I f (0)5(0)(:]0: I f (0')5(0')d0': f(O) (3.230)
Se0 noteaza cu h(t) ré%opunsul sistemului y(t) obtinut in
este conditii. Din (3.229) rezulta

h(t)=c"e™b (3.231)

in cazul sistemelor multivariabile proprii (D = 0), se
considera ca vectorul de intrare are toate componentele

egale cu impulsul Diragl_ .
1
ui=| [o(M)=15(1) (3.232)
1 |

unde 1 este un vector e R™ cu componente unitare.
inlocuind (3.232) in (3.225) se obtine matricea
raspunsului la impuls, de dimensiune pxm

h(t)=ce™B. (3.233)
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Coloana de indice i a lui h(t) se determina aplicand un
impuls Dirac &(t) la intrarea u,(t), celelalte intrari fiind
nule, si observand evolutia iesirilor y,(t), y,(t), ..., Y, (®).

3.2.1.6. Matricea de transfer

Aplicand transformata Laplace directa, pentru conditii
initiale nule x(0) = 0, 7= 0 in ecuatiile (3.142), (3.143) se

obtine 1
X(s)=(sl - A)"BU(s) (3.234)

Y(s)=[C(sl - A)*B+ DJU(s)= H(s)U(s). (3.235)

Ecuatia (3.235) se obtine si direct din relatia (3.225) in
care se aplica transformata Laplace. Matricea H(s) de
dimensiuni p x m evidentiata in ecuatia de iesire (3.235),
se numeste matrice de transfer, definita prin expresia

H(s)=C(sl - A )'1 B+D (3.236

Elementele matricei de transfer H(s) sunt fractii rationale n

S cu numitorul de grad n si numaratorul de grad m <n.
Matricea de transfer H(s) este transformata Laplace a

matricei de raspuns la impuls
HE)= L{h(}=C (sl - AY*B+D=L{ce"B+Ds(t) }

ht)=L{H(s)}= ce™Bo(t)+ Ds(1).
Observatie: In cazul sistemelor monovariabile matricea de
transfer se reduce la functia de transfer. in acest caz
(3.236) devine

(3.237)

H(s)=c' (sl - A)'b+d. (3239

Exemplul 3.10. Se considera sistemul dinamic liniar
multivariabil constant, definit de ecuatiile




{xl}:{ 4 6}?}{1 0:||:U1:|
: X2 -1 -1 xs 0 -1i|luy
|:y1j|_ 1 0]l x
Y2 _L 'J Lz]
Sa se calculeze matricea de transfer si matricea de raspuns la impuls

ale acestui sistem. Se calculeaza (sl - A)! aplicand algoritmul
Leverrier--Fadeev, pentru n = 2. Se scrie

11 -_1 Lo I
(sl-A) —A(S)[Bls+Bo]_52-35-|-2{{0 JS-{-l -4}}_

1 s+1 6
$°-3+2| -1 s-4

10 4 6
Bl=|=[ ]m:-tr(ABl):-tr[ }=—3
0 1 -1 -1

1 6 1 1 -2 0
Bo=AB:+1I a1=|: :|,ao='*tr(ABo)='*tr|: :|=2
-1 -4 2 2 0o -2

Matricea de raspuns la impuls se calculeaza cu relatia (3.237.b)

s+1 -6
s7-3s+2 §?-3s+2 {-Zet+3e21 Get-Gem}

h()= L {H(s)}=L" =
S+2 s-10

§%-3s+2 g?-3s+2

_3et+4621 gel_gezt

3.2.1.7. Transformari liniare in spatiul starilor.
Echivalenta sistemelor dinamice.

Ecuatia omogend (3.144) exprima o transformare liniara a
spatiului starilor X 1n el insusi. A este matricea acestei
transfor-mari. Vectorii x si sunt exprimati in aceeasi baza de
vectori din X. Dar spatiul starjlor X admite o ififinitate de baze de
vectori, toate legate intre ele prin transformari liniare nesingulare.
Schimbarea bazei de vectori din X este echivalenta cu o
transformare liniara operata asupra vectorului de stare .
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Fie P o matrice (n x n) nesingulara care defineste o transformare
a vectorului de stare  sub forma  x

X=Px , detP=0 (3.239)
unde x este noul vector de stare. Din (3.239) rezulta
x=plix. (2.340)

Daca in ecuatiile intrare-stare-iesire (3.142), (3.143) ale
sistemului dinamic liniar constant se inlocuieste x din
(3.240) acestea devin

X=AX+BuU (2.341)
y=CX+Du (2.342)
A=pApP?!
in care B=PB (2.343)

Definitia 3.1. Doua sisteme dinamice (A,B,C,D) %A B,C,D)
se numesc echivalente, notandu-se (a B,c. D)~ (A B,E,D)

, daca exista o matrice nesingulara P astfel incat au loc relatiile
(3.243).

Se verifica usor ca ~ este o relatie de echivalenta, adica este
reflexiva, simetrica si tranzitiva. Se constata de asemenea ca
doua sisteme echivalente au aceeasi dimensiune.

Sistemele dinamice liniare invariante echivalente sunt
caracterizate prin invarianta polinomului caracteristic, a
matricelor de transfer, de raspuns la impuls si a
raspunsului liber la transformarile liniare nesingulare ale
vectorului de stare.

Se considera polinoamele caracteristice ale doua sisteme
echivalente. Sa se arate ca cele doua polinoame sunt
<dentice.
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A(s)=det(sl - A)  A(s)=det(sl - A). (3.245)

A(s)=det (sl - A)=det (sl - pap?) =
=det (PP is-pAP)=det P(sl - A)pl=  (3.246)
=det P x det (sl - A) xdet p1=A(s).

Astfel

Din (3.246) rezulta ca sistemele dinamice echivalente au
aceeasi ecuatie caracteristica si deci aceleasi valori proprii.

Fie H(s) si A(s) Matricile de transfer a doua sisteme echivalente

H(s)=C(sl -A)'B+D H(s)=C(sl -A)'B+D. (3.248)

Utilizand relatiile (3.243) se arata ca matricile de transfer H(s)
L)

sunt identice.

(AB)'=p1at

Astfel |‘~|(S): 6(S| - A )1§ + IS = Cp'l( pp'ls > PAP'l )'1PB +D=
=CP'P(sl - A)'P PB+D=C(sl - A)*B+D=H(s) (3249

In (3.249) s-a utilizat urmatorul rezultat din calculul matriceal,
(AB)'=p1A" (3.250)

Din (3.249) rezulta ca sistemele dinamice echivalente au
aceeasi matrice de transfer.

Deoarece matricea de raspuns la impuls h(t) este
transformata Laplace inversa a matricei de transfer din (3.249)
rezulta si invarianta matricei de raspuns la impuls a sistemelor
dinamice echivalente. Deci

h(t)=Ce™ Bo(t)+ DS(t)=C e B o(t)+ Do(t)=h(t). (3.251)

aspunsurile libere ale sistemelor dinamice echivalente

7 & sunt exprimate de relatiile
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yi)=Cx, ®=cetIx(7) §,0=Cx,(0=CeAtIR(c). (3.253)

Tinand seama de relatiile (3.216), (3.239), (3.243) din (3.253)
se obtine

J,0=C %, (®)=C At %(r)=cpLePAP (tr) px(7) =

=cplpeAtr) plp x(7)=C A7) x(7)= y, () (3.254)

Din (3.254) rezulta ca sistemele dinamice echivalente au
raspunsuri libere identice.

Proprietatile de invarianta ale sistemelor dinamice echivalente
conduc la urmatoarea concluzie importanta: alegerea
vectorului de stare pentru un sistem dinamic liniar constant
este arbitrara; oricare ar fi alegerea vectorului de stare tranzitia
auzala ,,intrare-iesire” este independenta de alegerea

3.2.2. Sisteme multivariabile discrete

3.2.2.1. Ecuatii vectorial matriceale de stare ale
sistemelor multivariabile discrete

Un sistem multivariabil discret invariant in timp este descris
prin ecuatii vectorial-matriceale de stare de forma

X(k+1)= Ag x(K)+ B4 u(k) - ecuatiade starecu diferente  (3.295)
y(k)=Cx(k) + Du(k) - ecuatia iesirii
X( ko) - condtia intiala

(3.296)

cu x(k) - vector de stare (n x 1); u(k) - vector de intrare (m x
1); y(k) - vector de iesire , (p x 1); A4 - matricea de stare, (n
X n); B4 - matricea de intrare (n x m); C - matricea de iesire
(p x n); D - matricea de cuplaj intrare-iesire (p x m); x(k,) -
vectorul conditiilor initiale ale starilor sistemului.

a sistemele « proprii », nu exista cuplaj direct

“ ‘.Mare iesire, matricea D=0.
\




Ecuatiile (3.295), (3.296) se pot reprezenta prin schema bloc
din fig. 3.21, in care u(k), x(k), y(k) corespund respectiv
evolutiei unei intrari, a unei stari sau a unei iesiri oarecare.

L W

MB d - c,D .
ecuala de stare
——] ecuala —
(partea dinamic) olrll
(partea
static)
~J
1
Fig. 3.21

3.2.2.2. Solutia ecuatiei de stare. Matricea de tranzitie

Se presupune ca se cunoaste vectorul de stare al
conditiilor initiale x(k,. Din ecuatia de stare

\ A 3.295) se determina succesiv

X (ko*1)= Ag X (ko) +Bg U(ko)
X(ko+2)= Ag X(ko+1)+ By U(ko+1)= Af X(ko)+ Ag By U(ko)+ By U(ko+1)
X(ko+3)= A3 X(ko)+ A3 By U(ko)+ Ag By U(ko*1)+Bg U(ko+2)
j (3.297)
X(ko+i)= Ay X(ko)+ Aj" By U(ko)+..+ Ag By U(ko+i-2)+ By U(ko+i-1).
Notand k, + i = k din ultima relatie (3.297) rezulta

k- .
x(K)= Ag™*o x (ko) + _Zl A Bau(i), k=ko (3.298)
sau ::)
o _
x(K)= A§™ x(ko )+ _Zl At Bgu(k- j) (3.299)
J:

Relatia (3.298) (sau (3.299)) reprezinta solutia ecuatiei de stare

cu diferente si cuprinde doi termeni: primul

Qrespunde solutiei ecuatiei omogene - componenta
ibera determinata de conditiile initiale x(k,);
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al doilea termen reprezinta solutia particulara a ecuatiei
neomogene - componenta fortata determinata de
marimea de intrare u(k).

Matricea A <0 constituie matricea de tranzitie a sistemului
discret si are urmatoarele proprietati

#k.ko) =gk -ko,0)= AG*; §(k,0)= AG=4(K); $(0,0)=
= A3= 156 (ko ki) gk ko) = dKa ko) s AGH X Ao = Ao

3.2.2.3. Tranzitia intrare-iesire. Matricea de
raspuns la impuls. Matricea de transfer
Inlocuind vectorul de stare x(k) din relatia (3.298) in
ecuatia iesirii (3.296) se obtine

(3.300)

k-1

YK=C [ A x(ko)+ T A§* By u(i)]+Du(k)=

1=kg

k-1
K-ko,0)X(ko)t X ¢lk-1-1,0)Bgu()) 1+ Du(k) k=ko (3.301)

|:k0

Relatia (3.301) exprima tranzitia intrare-iesire a unui sistem
multivariabil discret. In sistemelor monovariabile ecuatiile
(3.295) - (3.301) raman valabile, matricele B, ,C si D se
inlocuiesc cu vectorii by, cT, espectiv cu marimea scalara d.

Pentru un sistem monovariabil discret propriu (d = 0),

considerand k, = 0 si x(k,) = O relatiile (3.298), (3.301) devin
k-1 _ okl ) )
X(k)z'—zo pltip, u(|):§0 ¢(k-1-i,0) by u(i) (3.302)

k1o _ k-1 _ _
yk)=c" ¥ AT by u(i)=c" X d(k-1-i, 0) by u(i). (3.303)
i=0 i=0
Daca marimea de intrare este impulsul unitar discret

u(0)=5(0)=1
uk=56()=0, k=1 (3.304)

1/16/2015
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atunci marimea de iesire y(k) se numeste raspunsul la
impuls al sistemului, sau secventa de ponderare, notat cu

h(k). Din (3.303) se obtine
h(k)=c' Aﬁ'l bg=c @(k-1,0) by (3.305)

In cazul sistemelor multivariabile proprii (D = 0), cand
vectorul marimilor de intrare de dimensiune m x 1 are toate
componentele egale cu impulsul unitar discret

e

u(k)= 1 5(K) (3.306)

1

ecuatia iesirii (3.301) pentru k, = 0, x(k,) = 0 devine

— — k-lpg —
y()=h(K)=C AS'Bs=C ¢(k-1,0) By. @307
Relatia (3.307) defineste matricea de raspuns la impuls
h(k) al sistemului, sau matricea de ponderare, de
dimensiuni (p x m).
Aplicand transformata Z 1in ecuatiile intrare-stare-iesire
(3.295), (3.296) se obtine

Z(X(2)- x(0)= Aq X(2)+BqU(2)  (3.208)
Y(2)=CX(2)+ DU(2) (3.309)

Din relatia (3.308) se obtine transformata Z a solutiei
ecuatiei neomogene de stare

X@=(1-Aa)' 2 xO)+@l -Ag)" B UQD). (3310
unde x(0) este valoarea initiala a vectorului de stare.
T

11



n cazul in care U(z) = 0, (u(k) = 0, sistemul este izolat fata de
intrari) din (3.310) se obtine

X@)=@1- )" 2X0)=¢2)X(0)= X, (@) (3.311)

care este transformata Z a solutiei ecuatiei omogene
corespunzatoare ecuatiei de stare (3.295).

Matricea 2(z1 - Ag )-1: #2) (3.312)
este transformata Z a matricei de tranzitie a sistemului

liniar discret
#2)=Z{p(k.0)=Z{p(k)} a1
Matricea @(z) se poate exprima prin seria
#2)=¢0)+ 2% g(1)+7° §)+..= (3.314)
=1+70 pg+? A=zl - )Y J2)>0

Pentru conditii initiale nule, x(0) = 0, k, = 0 din ecuatia
(3.310) se obtine transformata Z a componentei fortate
a functiei de tranzitie a starilor

X@)=X (@)= - A1 )'BsU®@) (3.315)

a carei original, tindnd seama si de (3.312) - (3.314), este

k-1 _ k4 ] .
xi (K= AT Bgu(i)=3 @(k-1-i, 0)Bg u(i). @316
i=0 i=0
Tnlocuind X(z) din (3.315) in ecuatia iesirii (3.309) se obtine
Y()=Cla- ) BaUEDU={00- g '3y +DP=HAU  (331D)
In ecuatia (3.317) se pune in evidenta matricea (p x m)

~, H(z) care se numeste matricea de transfer
iscreta a sistemului multivariabil

1/16/2015
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HZ)=C(z1-As)" BstD.

Matricea de transfer discreta H(z) este transformata Z a
matricei de raspuns la impuls

HZ)=Z {h(k)}=Z {CcA%! B4+D | sau
hk)=2{H@) }=z*{C @l - As)* Bs+D |

Algoritmul Leverrier-Fadeev permite calcularea matricei
inverse (zl - Ay)?, fara a efectua operatia de inversare a

matricei. Se scrie .
_ zZl- B(z
(Zl'Ad)lzadJ( Ad): () e
Az AQ@)
A(Z) — Zn + Q-1 Zn-1+ T o1 + Qo (321
B(z)= B A B1Z+Bo (3.322)

(3.319)

unde A(z) este un polinomin z de grad n, polinomul
caracteristic al matricei caracteristice (zl - Ay), B(z) este un
polinom matriceal.

Bni1— 1

Xn-1 :_tr(Ad Bn—l)

Bnhn-z2= Ad Bn-1+ 1 Xn-1
1

xXn-z = - Etr CAd Bnz2)
- (3.323)

Bn-3= Ade,. t l axn-2

@1 = - tr ( Aaq B1)
n-21

Bo — Aada Bi+ 1 o1

1
oo =_Ftr(Ad Bo)

care se pot scrie si in forma Bi=Ag Bint I Qi1 1<N '1; Bn1= I

tl’(Ad Bi)! iSn-l. (Ehe)

ai:-
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3.2.2.4. Sisteme esantionate. Discretizarea sistemelor
netede

In fig. 3.22 este prezentat un exemplu de proces continuu
comandat prin calculator. Procesul continuu este caracterizat
de matricele A, B, C, D. CNA si CAN reprezinta convertorul
numeric-analogic si respectiv convertorul analog-numeric.
ER, este elementul de retinere de ordin zero.

u(k?) u®
I
KT
ABRGD
— = ew |—>—;
contisew

: |

I |
N

-

Fig. 3.22

Se cauta relatiile intre semnalele discrete in timp ,vazute” de
calculator, u(kT) si y(KT).
Procesul continuu este descris prin ecuatiile de stare

3.142), (3.143
( 9 ( ) X= Ax+ Bu

y=Cx+Du

‘Marimile la momen-tele kT (notate cu k pentru usurarea
scrierii) satisfac ecuatiile

X(k+1)= Asx(k)+ By u(K) -ecuatia destare cudiferente 5 3,5,
y(kK)=Cx(k)+Du(k) -ecuatiaiesirii (3.326)

Matricele A, B, ale sistemului esantionat depind de
matricele A, B ale sistemului continuu si de perioada de

esantionare T
Aj.By= f (A, BT ) (3.327)
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Pentru un sistem continuu descris de ecuatiile (3.142),
(3.143), cunoscand starea sa in momentul de esantionare
t, = kT, conform relatiei (3.221) se poate determina starea
la momentul de esantionare urmator t, ., = (k+1)T

tke1

X(tk+1): X(k+1):eA(tk+1'tk)X(tk)+ j eA(Ik+1'U)Bu(U)d0 (3.328)

tk
Datorita elementului de retinere de ordin zero plasat la intrarea
procesului continuu marimea de intrare u(t) este mentinuta
con-stanta pe durata perioadei de esantionare T, deci

u(t)=u(t, )=u(k)=constant ,e| t, , tys1 |.

Efectuand schimbarea de variabila r = o - t, si tinind
seamaca t., -t =T, din (3.328) se obtine

-
x(k+1)=e”" + [AT-)Bu(k)dr (3.330)
0

(3.329)

Comparand relatiile (3.325) si (3.330) se deduce prin identificare

T

Aa=e"T ;Ba=Je T )Bdr ..,
o .

Cu A, si B, date de (3.331) ecuatiile (3.325), (3.326) definesc un sistem

discret numit discretizantul cu pasul T (T > 0) al sistemului

continuu descris de ecuatiile (3.142), (3.143). Corespondenta intre

cele doua sisteme este prezentata in fig. 3.23.

;)
u(k) - Proces (slsteny) x®
—>|er, || .o ——>
2B T Xj(k)

inne
__>
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Din figurile 3.22 si 3.23 rezulta ca raspunsurile y(t) (sau x(t))
sunt cele ale unui sistem supus la o functie scara  gt) -

Matricele A, si B, pot fi evaluate pe baza proprietatii de
dezvoltare in serie a matricei exponentiale eAT, conform
urmatoarelor relatii

_ AT_
Ac=e" = g(:)ﬁ(AT ) (3.332)
_ i 3.333
By Ti=zo(i+1)!(AT) B. (3.333)

Daca exista Al relatia (3.333) se poate scrie si sub forma

Ba=A'(e"-1)B=A"(Aq-1)B. (3.334)

Relatiile (3.332) - (3.334) se pot programa usor pe un
‘ulator numeric.

Exemplul 3.12. Se considera un servomotor de curent
continuu cu excitatie constanta (cu magnet permanent),
comandat pe indus, ce antreneaza o sarcina prin intermediul
unui reductor cu un unghi 6(t), fig. 3.24.

Servomotorul este inclus Tintr-un sistem de reglare cu
esan-tionare a pozitiei 6(t) comandat de calculator conform
structurii din fig. 3“.22.

a r

= " e -

S

Sa se determine ecuatiile de stare si functia de transfer ale
sistemului discret, ,vazut” de calculator, corespunzator
istemului continuu, servomotor precedat de elementul de
retinere de ordin zero.

Fig. 3.24
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Se stabileste mai intai functia de transfer a sistemului
(procesului) continuu in timp. Se neglijeaza inductanta
indusului si se considera momentul de inertie J si coeficientul
de frecare k, reduse la arborele motor.

Se considera ca marimea de intrare u(t) este tensiunea aplicata

indusului si ca marimea de iesire y(t) este pozitia unghiulara 6(t)
a rotorului servomotorului.

Se scriu succesiv ecuatiile
a) ecuatia de tensiuni a indusului

Ua=Ria+e=RiytkgP;e=kg" (3.:335)
e - tensiunea electromotoare indusa.

b) ecuatia de echilibru a cuplurilor

Mm=Kiz=ms+J 69= k19(1)+ Jg? (3.336)

m,, - cuplul electromagnetic; m; - cuplul de frecari,
proportional cu viteza unghiulara 64)(t).

Eliminand marimile intermediare din (3.335), (3.336) se
obtine ecuatia diferentiala

1@+ + K] go= K
1R R U2
sau 9(2) ()+a 9(1) ()=lg u,(t). (3.337)

Aplicand transformata Laplace si considerand 61)(0)

6(0) = 0 din (3.337) se obtine functia de transfer a
sistemului continuu (servomotorului)

H(s)= Y(s)_ 6(s) _ o (3.338)
UGS) Uals) s(s+ap)

17



Pentru a stabili ecuatile de stare continue ale
servomotorului se pleaca de la ecuatia diferentiala (3.337)
si se aleg ca variabile de stare pozitia 6(t) si viteza

unghiulara 6)(t)

()= x.(1) x1 (D= x2(t)
D ()= x, (1) x2(D=-a1 x2() +bo ua(t)
oM =y® y(®)=x1 ().

Modelul de stare continuu este dat de ecuatiile

X 0 1| x 0
1 1+ (o)

X2 0 -a X2 Do (3.340)

Deci A [0 1] . {O] b:eT=[L0]
= ; = = ;C = .
0 -a by (3.340)

Pentru a calcula eAT se aplica de exemplu metoda transformatei
Laplace inverse 1 1

s -1t |s sG+ar)
[sI—A]‘lz{ } =
0 s+al o 1
S+a
Pl
AT =t {[sl - A]'l}: a1
0 e'alt

~Jinand seama de (3.341) din (3.331) se obtine

(3.341)

1/16/2015
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1 1

—(1-e™T)
— AT —
As=e" = a1 (3.342)
0 e'alT
T T 1 i(l_ e-a;(T'T) 0
Bd:J'eA(T-r)dTB:J' ai df|: i|:
0 °lo oalT-0) 2

ai

o

ity R

|: @(1_ e'.’:h(T'T) ] a1 a% a%
dr= bo

(3.343)

bO e-aa(T‘T)

Modelul discret al servomotorului, sub forma ecuatiilor
de stare cu diferente, care descrie comportarea acestuia
pomentele de esantionare este

11
[xl(kﬂ)]: () [xl(k)}+ af "
xo(k+1) 0 e-alT x2(K) @(Le_alT)
a1 (3.344)
k
y(k)=[10][ il )];x(0)=o.
Xz(

Functia de transfer in za sistemului esantionat descris prin modelul

discret. Hy (Z):C (Z I - Y )-1 by - (3_345)
Se calculeaza matricea inversa (zl - A;)! obtinandu-se
- . -
z-1 (z-1)(z-75)
@l - A )=
0 1 (3.346)
i z- 5|

19



cu a=(l/a))(1-e?3ll) B=e3ll

Tinand seama de (3.340), (3.343) si (3.346) din (3.345),
dupa efectuarea calculelor si simplificarilor posibile, se

opine H (Z) — bO T 1 - e'alT
d - B -
a1 | Z2-1 a(z-e®")

+ (3.347)

Functia de transfer discrete Hy(z) se poate determina
direct din functia de transfer H(s)

H 3.348
Hd(z):(l-z-l)Z{f)}:(l-z-l)Z{sz(sbial)} .

Din (3.348) se obtine pentru H(z) o expresie
identica cu (3.347).

- ‘_:-‘& i
AN

3.3.1. Controlabilitatea sistemelor dinamice liniare
netede

Definitia 3.4 Un sistem dinamic liniar constant neted
(continuu Tn timp) caracterizat de ecuatiile (3.142), (3.143)

X = AX+ Bu
y =Cx+ Du

se spune ca este complet controlabil din punct de
vedere al starilor daca, pentru orice 1, exista un vector de
intrare u(t) care transfera orice stare initiala x(r) in orice
stare finala x(t,), oricare ar fit, > 7> 0, t, finit.

De asemenea se spune ca un sistem descris de ecuatiile
(3.142), (3.143) este complet controlabil din punct de vedere al
iesirii daca exista un vector de intrare u(t) care sa transfere
ice |eS|re initiala y(7), oricare ar fi r, in orice iesire finala

MR y(t,), oricare ar fit; > 7> 0, t; finit.

1/16/2015
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Pentru studiul controlabilitaiti starii sistemelor dinamice
liniare constante se utilizeaza foarte frecvent urmatoarea
teorema a lui Kalman.

Teorema 3.3. Un sistem dinamic liniar constant (3.142),
(3.143) este complet controlabil din punct de vedere al
starii daca si numai daca matricea de controlabilitate Q,
de dimensiune n x nm este de rang n.

Q.=[B:AB:...A"B] (3.366)

Deoarece controlabilitatea starii sistemelor dinamice liniare
constante este caracterizata numai de perechea de matrice
(A, B) se mai spune ca sistemul (A, B, C, D) este de stare
complet controlabila daca perechea (A, B) este
controlabila. O pereche (A,B) este controlabila daca si
ai dacarang Q, = n.

.Qgill..-~>

Fie doua sisteme echivalente (A, B, C, D) ~ (A B,C,D)
Utilizand relatiile (3.243) se obtine
Q.= [I§E AB:.iE™ I§J= [PB:pAPPB:...PAPPAP™...PAPPB]=
=[PB:PAB:..:pA™B]=PQ,
rang Q= rang Q. = n.

relati care expliciteaza invarianta controlabilitatii la
transformarile liniare nesingulare ale vectorului de stare.

(3.376)

Daca pentru un sistem (3.142), (3.143) se poate gasi 0
transfor-mare nesingulara P prin care sa se obtina
sistemul echivalent sub forma

X1

Jusy=[c: ¢ c,]| .. |[+Du

_ (3.377)

1/16/2015
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o }nl }nl
Au ¢ Anp B1

A=| .,

0 : Ay 0
dim x, = n, , atunci sistemul este partial controlabil.

el
I

C=[c; ¢ C2](3.374)

In acest caz matricea de controlabilitate este

" }
By AuBi.AliBy b
(3.379)

Tinand seama si de (3.376), din (3.379) rezulta
nl:ranch:rangQC:rang[B AB .. A”‘lB]= (3.380)
:rang[Bl AuB; .. AfilBl]

adica in (3.377) numai perechea (A,;, B,) este controlabila.

Rezulta ca in acest caz sistemul (3.142), (3.143) nu este
complet controlabil din punct de vedere al starii.

Din structura ecuatiilor (3.377) se constata usor ca vectorul x,
nu depinde de vectorul u nici direct, nici prin intermediul
componentelor vectorului Xl , deci componentele vectorului

X, nu sunt controlabile. §

Daca se -calculeaza matricea de transfer a sistemelor
echiva-lente (3.142), (3.143) si (3.377) se obtine

H(s)=C (sl -A)'lB+ D=C, (sl -Aﬂ)'1 B,+D. (3.381)

Teorema 3.4. Orice sistem este echivalent (in spatiul starilor)
cu un altul avand structura (3.377), in care sistemul (A, , B,
C,, D) este controlabil si echivalent intrare/iesire cu sistemul

initial.
T
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defin!i?e%ml{a%my!&tmﬁj@lﬁ&?&emQ@QMM@M@aelat@%.cuj.y)m@tfiCe de evolutie A
&€ PONHEHIUCavACTETSticATS) " (Félatia (3 .}80)) i se poate
atasa 0 reprezentare de stare cu matricea A sivectorul b

de forma
1 0 0 0]
0 o0 0 0 0
A= b=lol. (3.388)
0 0 0 0 O 1 0
a0 a1 o e e -and] 1]

Perechea (,&, 6) defineste forma canonica controlabila a

unui sistem dinamic liniar monovariabil (vezi relatiile (3.6),
(3.7), (3.8). Se verifica usor ca matricea de controlabilitate a
Jormei canonice controlabile este de forma

0 .0 1
0 1 x
Q= 00 1 .. x X (3.389)
0 1 x ... x X
L1 X X ... X X/

Fiind o matrice triunghiulara rezulta imediat ca rang Q. = n,

deci sistemul sub forma canonica controlabila (3.388) este de
stare complet controlabila.

Un sistem monovariabil (A, b, cT, d) de stare complet
controlabila poate fi adus la forma canonica controlabila

(Ab,cT.d)  printr-o transformare liniara nesingulara a carei
matrice se determina cu relatia

1/16/2015
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P=|b, Ab, - A"'lﬁ][b, Ab, ..., AMlp]B:390
Intr-adevar sistemele (A, b, ¢, d), (A b,c",d)
fiind echivalente, intre perechile (A, b)( A, D) exista relatiile
AP=P A
5=pp. _om
Se construiesc vectoriib, Ab, ey ,&n_lb

care sub forma matriceala determina urmatoarea ecuatie n
care necunoscuta este matricea P

[6 ;&5 An'lﬁjzp[b Ab... A”'lb]. (3.392)

Deoarece perechea (A, b) este controlabila, din ecuatiile
(3.392) se obtine relatia (3.390).

Exemplul 3.13. Fie sistemul dinamic liniar constant

X1 2 11| X1 1 X1
= + lupy=[11] :
X2 1 214 x 1 X2
Sa se studieze controlabilitatea starii acestui sistem
determinand rangul matricei de controlabilitate.

at? o] o

rangQ,=1<n=2.
Rezulta ca sistemul nu este complet controlabil din punct
de vedere al starilor.

3.3.2 Observabilitatea sistemelor dinamice liniare.

3.3.2.1. Observabilitatea sistemelor dinamice liniare
tede

1/16/2015
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Observabilitatea este o proprietate a sistemelor dinamice
care pune in evidenta posibilitatea determinarii unei stari prin
»prelucrarea” marimii masurate.

Definitia 3.7. Un sistem dinamic liniar constant (3.142),
(3.143) se spune ca este de stare complet observabila, daca
pentru orice 71, vectorul de stare x(r) oarecare poate fi
complet determinat pe baza cunoasterii vectorului de iesire
y(t) pe uninterval de timp [t ], (t, > 7 =>0).

Pentru aprecierea observabilitatii sistemelor liniare netede
se utilizeaza frecvent urmatoarea teorema.

Teorema 3.11. Un sistem dinamic liniar constant neted este
de stare complet observabila daca rangul matricei (np x n)
de observabilitate este n.

C

CA
Qo : (3.431)

cA™t

Deoarece observabilitatea starii sistemelor dinamice liniare
netede este caracterizata doar de perechea de matrice (A, C)
se mai spune ca sistemul (A, B, C, D) este de stare complet
observabila daca perechea (A, C) este observabila. O pereche
(A, C) este observabila daca si numai daca rang Q, = n.

Fie doua sisteme echivalente (A, B, C, D) ~ (,—5\, B,C, D)
Utilizand relatiile (3.243) se obtin

1/16/2015
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CA cpt papt| | CA
Q= |7 LE | PEQP!

~ ~n- -1
CA™] [cpipapipapt..papt| LCA™
rang Q, = rang Q,=n .

Relatiile (3.437) expliciteaza invarianta observabilitatii la
transformarile liniare nesingulare ale vectorului de stare.

(3.437)

Daca pentru un sistem (3.142),(3.143) se poate gasi o astfel
de baza a spatiului starilor (sau o transformare liniara
nesingulara adecvata) incat aceste ecuatii sa poata fi scrise

1n forma

X1= A1 X1+ ByU

X2= AaiX1t AnXot BoU 4

Yy =CiX1
%1 n2 A1150 Ino B, no
X = PAS| e, 'B=
X2 Ao1: Az B2

3.340)

6: [C]_O] ,dlm )’21: Na-
atunci sistemul este partial observabil.

In acest caz matricea de observabilitate este

1/16/2015
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Cl
CiA;
Q,=| CAL i 0 (3.441)

G nl_l
Tinandu-se seama de (3.437) si (3.441) rezulta

C
CiAn
n2=rang Q, = rang Q, = rang : (3.342)

| GATT
adica n (3.439) numai perechea (C,;, A,,) este observabila.
Rezulta ca n acest caz sistemul

ke
M 42), (3.143) nu este complet observabil.
AN

Pentru un sistem monovariabil cu polinomul caracteristic
A(s) - (relatia (3.180)), i se poate asocia o reprezentare de

stare
X = AX +bu
y=gT X +du (3.444)
-gns 1 0 0 0 O] ___
b1
~an2 0 1 0 0 0 -
R=| .o b=
-¢1 0 0 0 0 1 o (3.445)
b
a0 0 0 0 0 0] ™

¢™=[1 0 0 0 0],d=d

1/16/2015
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care constituie forma canonica observabila a unui sistem
monovariabil. Matricea de observabilitate pentru sistemul

(3.444), (3.445) este
M1

X

X

X

0
1
X

X

X

0. 0

0
1. O
X X
X X

0
0
0
1 0
X 1]

(3.446)

Fiind o matrice triunghiulara, rezultafang Q, =n

Deci sistemul monovariabil 1n

bservabila este complet observabil.

forma

canonica

Un sistem monovariabil (A, b, cT, d) de stare complet

=T . . )
(A, b ,C d ) prin-tr-o transformare liniara nesingulara
a carei matrice se determina unic cu relatia

ET

cTA
~-1
P= QO QO=

~T ~n-1
g A"

1

¢ AM

(3.447)

Relatia (3.447) se poate demonstra utilizand ecuatia (3.437).

Exemplul 3.15. Fie sistemul dinamic liniar constant

1/16/2015
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m{21m+HmFﬂuh
1

% | L1 2 X2 X2

Sa se studieze observabilitatea starii acestui sistem determinand
rangul matricei de observabilitate

J=H1LJA=ﬂﬂF 1=Bﬂ
1 2

T
QO:|: c ‘|:|:1 3};deth:0
o A 1 3

rangQ,=1<n=2

Rezulta ca sistemul nu este de stare complet observabila.
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