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4. STABILITATEA SISTEMELOR DINAMICE
LINIARE

» Stabilitatea este una din proprietatile interne ale sistemelor
dinamice reflectata de dependenta funcitiei de tranzitie a
starilor x(¥) = @ (t, 7,x,w), de faza initiala (7,x(7)).

» Se spune ca un sistem liniar este stabil daca, lasat sa
evolueze Iiber (respectiv cu toate intrarile Tn sistem identic
stare de echlllbru dinamic caracterizata pr|n valori finite ale
variabilelor functionale (de stare si de iesire).

» Deoarece in acest caz evolutia sistemului este influentata
doar de marimea de stare (prin conditiile initiale x(7),
rezultatele privitoare la stabilitate se incadreaza in asa
numita stabilitate interna

Proprietatea de stabilitate care face referire la marimile

externe poarta denumirea de stabilitate externa sau

stabilitate intrare-iegire.

Se spune ca un sistem liniar este stabil daca pentru orice
marime de intrare u(t), marginita pe intervalul (0, <),
marimea de iesire y(t) este de asemenea o functie
marginita. Din aceasta cauza acest tip de stabilitate este
denumit si stabilitate ,,intrare marginita - iesire marginita”
(IMEM sau BIBO (bounded input-bounded output)).

4.1.1. Stabilitatea externa a sistemelor dinamice liniare
monovariabile constante netede

in cazul sistemelor dinamice monovariabile stabilitatea
externa poate fi analizata cu ajutorul raspunsului la
impuls (functiei pondere), raspunsului indicial si
raspunsului la frecventa.

Tranzitia intrare-iesire a unui sistem monovariabil neted,
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y(t):yfa):j)h(t-o)u(a)da s

unde h(t) este functia pondere a sistemului.

Definitia 4.1. Un sistem monovariabil liniar neted este
stabil extern sau stabil intrare marginita-iesire-marginita
daca exista M > 0 astfel incat

Ih®I<M (V) (t>0) . e

Un sistem monovariabil liniar neted este strict stabil extern
sau strict stabil in sens IMEM daca

oflh('[)lfll'[<oo (V) (t=0). @3
0

Teorema 4.1. Un sistem dinamic monovariabil liniar neted
este strict stabil extern daca si numai daca exista M > 0
astfel incat oricare ar fi marimea de intrare u(t), cu u(t) =
O pentru t<O0gsi |u(t)| < 1 pentru t > 0, raspunsul

ly®|=]y; ®|<M pentru t=>0. (4.4)

Se considera ca M =] |h(®)|dt
0

Trecand la valori absolute in relatia (4.1) se obtine

ly®1=

_t[h(t-O')U(O')dO'
0

<fIh(t-o)llu(e)ldo <
0

<[In(t-o)ldo<]|h(e)|do< ] |h®]dt= M
0 0 0
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Daca se cunoaste functia pondere h(t) atunci aprecierea
stabilitatii sistemului dinamic se poate face utilizand
direct conditiile (4.2), (4.3).

Exemplul 4.1. Se considera un sistem dinamic de
ordinul doi cu 0 < é < 1, a carui functie pondere este

h(t):%ef%tsin (a)n 1/1-§2t ),tZO.

J1-&

unde k,, wy, §sunt constante pozitive. Deoarece
g% onlsin (a)n 1-§2t )<e'§wnt<l (V)t>0,

rezulta ca | h(t)| este marginit si deci relatia (4.2) este
indeplinita. Conditia (4.3) se verifica imediat pentru ca e-$wnt
—>0candt — .

Rezulta ca pentru € > 0 sistemul de ordinul doi este
asimptotic stabil.

In cazul in care € = 0 functia pondere a sistemului de ordinul

doi devine
h(t): kpa)nSin (a)nt ) , (V)tZO.
R & [h(®O|<|kp on|>0

rezulta ca |h(t)| este marginit. Relatia (4.2) este
satisfacuta, dar relatia (4.3) nu este verificata. Un asemenea
element este deci la limita de stabilitate si nu este
asimptotic stabil.

Deseori se apreciaza stabilitatea, fara determinarea functiei

ondere si aplicarea relatiilor (4.2), (4.3), cu ajutorul unor
R nditii echivalente denumite criterii de stabilitate.
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4.1.1.1. Criteriul fundamental de stabilitate

Pentru un sistem monovariabil functia de transfer este o
fractie rationala ireductibila de forma (2.60)

bms™ +bm-18™" -+ by S +bo _ Q(S)
s”+an-1s”'1+ ..+aiS+ay P(s)

Raspunsul la impuls (functia pondere), pentrut > 0,
satisface ecuatia diferentiala omogena (2.228)

H(s)=

V) + an.1 KD (®) + ..+ 2, KOR)+ ao h(H)=0t>0,

a carei ecuatie caracteristica este numitorul functiei de
transfer

P(s)=s"+a, ;5" +...+a;S+a,=0.

Fie 4,i=1r  radacinile ecuatiei caractegistice, respectiv
polu functiei de transfer H(s), fiecare de multiplicitate q;
i

qu—n

Calculand raspunsul la impuls prin aplicarea transformatei
Laplace inversa functiei de transfer descompusa in fracitii
simple se obtine

gi—J 5 At d
h(t) = %E(q.— ot e =2h(®) (.10

Se observa din (4.10) ca fiecare pol A, contribuie cu o
componenta h,(t) in raspunsul la impuls h(t), dupa
cum urmeaza

hi(t)=Ciet'=Cjex" (4.11.2)
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pentru un pol simplu A, = a; e R

hi ()= ( CitCinlt+...+ Ci+qi-1'[q"1 )eait (4.11.b)
pentru un pol real A, = a, € R de multiplicitate g;
hi(t)=Cie%'sin ( Bit+g,) (4.11.c)
pentru o pereche de poli complecsi conjugati simpli A;;,, = a; + B,

Cisin (Bit+¢;)+Cinatsin (Sit+e,,q)+... .
. e%i
+F Ciaga tsin (Bt + oy, 1) (4.11.d)

hi(t)=

pentru o pereche de poli complecsi conjugati A, = a; + B,
de multiplicitate g;.

Functia pondere h(t) va fi marginita daca si numai daca
fiecare termen h,(t) este marginit, adica exista M, > 0 astfel

ncat
lhi®)|<M;, (V)t>0. @12

Pentru A, € R simple, cazul (4.11a), conditia (4.12) este
satisfacuta daca A = a, <0. In cazul (4.11c) al unei perechi
de poli conjugati simpli, termenul h;(t) corespunzator
(4.11.c) este marginit daca si numai daca a, = Re A, <0
(functia sinusoidal fiind marginita). In continuare se
considera o functie f(t) =te®, | >1,1 e N, a € R, a carei
derivata este f'(t) = (It-! + at')e2. Pentru a > 0, f'(t) > 0, f(t)
este monoton crescatoare gi deci nemarginita.

Pentrua <0, f'(t) = 0 lat = - I/a unde f(t) are un maxim. Deoarece

e (0, co) f(t) este pozitiva, rezulta ca este marginita. Functia f(t)
R este marginita daca si numai daca a < 0.
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Rezulta ca termenii h,(t) corespunzatori polilor multipli sunt
marginiti, daca A, = a, < 0 in cazul polilor reali (cazul 4.11b) si
a; = Re A, < 0 pentru polii complecsi conjugati (cazul 4.11d). in
aceste conditii termenii h,(t) sunt marginiti si deci h(t) este
marginita (relatia (4.2) este satisfacuta) si sistemul este
stabil IMEM.)

Criteriul fundamental de stabilitate IMEM - enunt

Teorema 4.2. Un sistem liniar monovariabil neted este stabil
IMEM daca si numai daca toate radacinile ecuatiei
caracteristice P(s) = 0 (toti polii functiei de transfer H(s)) au
partea reala negativa sau nula

iar toate radacinile (toti polii) cu partea reala nula sunt simple.

Pentru ca sistemul dinamic stabil sa fie asimptotic stabil
trebuie sa fie satisfacuta si conditia (4.3) ceea ce
implica, din (4.10), ca fiecare din termenii h(t) sa
satisfaca conditia

lim hi(t)=0. =

Din relatiile (4.11.a-d) rezulta ca aceasta conditie este
satisfacuta daca toate radacinile ecuatiei caracteristice
(polii functiei de transfer) au partea reala negativa

ai=Re 2;<0 A=1,r @

Intr-adevar pentru cazul (4.11a) acest lucru este evident;
iar pentru cazul (4.11c) se scrie

lim [hi (O1= lim [Ci e sin (;t+¢;)|<lim | Cile*'=0,
~ad t—w

t—ow




Intr-adevar pentru cazul (4.11a) acest lucru este evident; iar
pentru cazul (4.11c) se scrie, daca «; < 0.

lim | hi ())]=lim | Ci etsin (B, t+¢,)|<lim |Ci|e*'=0,
t—0 t—>o0

t—oo

Daca se tine seama ca
im £ €= fim L= fim —
Im =lm —=Ilm ————
t—>00 tosoo @ & p%nQa)fém

¢ _at
e

(unde s-a aplicat de | ori regula I'Hopital) numai daca
a < 0, rezulta conditia (4.15) si In cazul polilor
multipli.

Se poate enunta criteriul fundamental de stabilitate
asimptotica astfel

Teorema 4.3. Un sistem dinamic liniar monovariabil
neted este asimptotic stabil IMEM daca si numai

daca toti polii functiei de transfer au partea reala strict
negativa.

Daca se noteazacuC ={s € C | Res< 0} multimea tuturor
numerelor complexe cu partea reala strict negativa si cu
P[H(s)] multimea tuturor polilor functiei de transfer, conditia
(4.15) se poate scrie in forma

P[H(s)] = C. (4.16)
Criteriul fundamental de stabilitate poate fi formulat si astfel.

Un sistem dinamic liniar monovariabil neted este asimptotic
stabil IMEM daca si numai daca toti polii functiei de
transfer sunt situati in semiplanul stang (deschis) al
planului complex.

In fig.4.1 se prezintd o configuratie de poli corespunzéatoare
ui sistem (asimptotic) stabil. Astfel polul A; =a; e R

& introduce o componenta aperiodica amortizata
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e?), iar perechea de poli complecsi conjugati A,,, = A; introduce
0 componenta periodica amortizata (ef,wsin(w \/1-752t+¢)

Fig. 4.1

Toti polii reali situiati in stanga dreptei | vor introduce
componente aperiodice amortizate mai puternic decat (e?’),

iar toti polii complecsi conjugati situati in
interiorul dreptelor Il, vor introduce

componente periodice, cu amortizare mai mare decat ¢ = cos 6.
Polii A;, A,, , corespund stabilitatii asimptotice.
Polul A, = 0 introduce o componenta constanta (e® = 1), iar
perechea de poli pur imaginari As, 5 = Ag determina o
componenta periodica intretinuta, in raport cu timpul
(1 - cos Bst).
Polii A,, 5, A fiind situati pe axa imaginara, corespund limitei
de stabilitate. Polii din Re s > 0 determina instabilitatea
sistemului. Polul A, de exemplu introduce o componenta
aperiodica neamortizata in raport cu timpul.

Exemplul 4.2. Fie sistemul cu functia de transfer

2s+1 _ 2s+1

s*+55°+1352+195+10 (s+1)(s+2)(s>+25+5)
Polii functiei de transfer sunt A, =-1,A,=-2,A;,

=-1+2.
_ M -

H(s)=




Pentru ca toti polii au partea reala negativa sistemul cu
functia de transfer H(s) este asimptotic stabil.

Principala dificultate Tn aplicarea criteriului fundamental de
stabilitate rezulta din necesitatea rezolvarii unor ecuatii
algebrice de ordin superior.

Au fost dezvoltate metode de analiza a stabilitatii care evita
rezolvarea ecuatiei caracteristice dintre care se mentioneaza:
criteriul de stabilitate Hurwitz, criteriul de stabilitate Cremer-
Leonhard-Mihailov, criteriul de stabilitate Nyquist.

4.1.1.2. Criteriul de stabilitate Hurwitz.

Se presupune ca ecuatia caracteristica a unui sistem dinamic
monovariabil liniar neted (4.9)

P(S):S”+an-1s”'1+---+a18+ao:0 )

are toate radacinile in C~. Fie 4 .i=T"r r3dacinile ecuatiei
caracteristice de multiplicitate q; 5q=n Atunci P(s) se
poate scrie -

PE)=(s- 21 )"(5-42)% (8- 2 )™ (4.17)

Factorii din (4.17) care corespund radacinilor reale sunt de
forma (s - A)% = (s + a)% cu a; > 0, respectiv sunt polinoamele
de grad q; la care coeficientii tuturor termenilor sunt strict
pozitivi.
Perechile de factori corespunzatori unei perechi de radacini
complex-conjugate A;,, = - a, = jB; (cu a; > 0), care au
obligatoriu acelasi ordin de multiplicitate g, = q,,,, conduc la
un polinom de forma

(- 42)(5+ 230 )19= (524 20 5+ P+ £ I

deci la un polinom de grad 2q;

1/13/2015
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cu coeficientji termenilor de toate gradele strict pozitivi.
Se obtine deci urmatoarea conditie necesara de stabilitate:

Pentru ca un sistem dinamic sa fie (strict) stabil extern este
necesar ca polinomul sau caracteristic P(s) (sau ecuatia
caracteristica P(s) = 0) sa aiba toii coeficientii pozitivi.

Cu coeficientii polinomului caracteristic se construieste un
determinant de ordin n, egal cu gradul polinomului, numit
determinantul Hurwitz.

Determinantul Hurwitz se construieste astfel: pe diagonala
principala se trec coeficientii polinomului caracteristic P(s)
scris Tn ordinea descrescatoare a puterilor lui s, ca in relatia
(4.9), Incepand cu a,,; pe fiecare coloana, sub diagonala
principala se trec coeficientii termenilor de grad superior, iar
easupra diagonalei principale se trec coeficientii
termenilor de grad inferior;

dn-1 an-3 ans 0 0 O
1 a2 apa - 0 0 O
0 a1 ans - 0 0 O

(4.18)

Hn

O O 0 . d2 ao O
0 0 0 .. a3z a¢ O

0 0 0 ... as a2 ao]

dupa epuizarea coeficientilor locurile ramase libere se
completeaza cu zerouri.
Criteriul de stabilitate Hurwitz se formuleaza astfel:

Teorema 4.4. O conditie necesara si suficienta pentru ca
ecuatia (4.9) sa aiba toate radacinile situate in Re s < 0,

respectiv ca sistemul cu functia de transfer (2.109)

‘.Mé fie stabil, este ca toti determinantii
\

10
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minori principali, inclusiv determinantul Hurwitz, sa fie strict

pozitivi .
detH;>,j=1,n. (4.19)
Heltse dn-1 dn-3 dn-5
dn-1  an-3
Hi=an1>0,H,= >0,Hs=| 1 an, ans4|>0,H,>0.
dn-2
0 an dn-3

Polinoamele caracteristice corespunzatoare sistemelor
stabile se numesc polinoame hurwitziene.

Exemplul 4.3. Sa se verifice daca polinomul caracteristic
P(s)=s*+2,753+2,552+0,95+0,1
este hurwitzian
Determinantul Hurwitz corespunzator este

27 09 0 O
125 01 O

Has=
0 27 09 O

0 1 25 01

H:=27>0,H,=|
1

0,9
=6,75-0,9=5,85>0,
25

27 09 0
1 25 01
0 27 09

Hs= =45>0,H,=0,1H,=0,45>0.

Polinomul este hurwitzian, detH; >0, j=1,4

4.1.1.3. Criteriul de stabilitate Cremer-Leonhard- Mihailov

Criteriul de stabilitate Cremer-Leonhard-Mihailov este un
criteriu frecvential care se poate aplica usor si pentru sistemele
inamice de ordin mai ridicat, cu conditia ca polinomul

\ aracteristic P(s) sa nu aiba radaciniins =0

11



Enunt - Teorema 4.6. O conditie necesara si suficienta ca
polinomul caracteristic P(s) - relatia (4.9), sa fie hurwitzian
(deci ca sistemul cu functia de transfer (2.60) sa fie stabil)
este ca

argP(jol; =n % : 4.21)

Demonstratie . Se utilizeaza teorema argumentului (relatia
(2.84))., conform careia, variatia totala a argumentului
polinomului de grad n, P(jw), la variatia frecventei de la - «wla +
oo este

arg P(jo)”_=nx. “2)

Deoarece P(s) are coeficientii reali rezulta ca P(jw) este
simetric fata de axa reala si in acest caz (4.22) se reduce la
4.21).

Acest criteriu se utilizeaza sub forma grafica,

- “ conform enuntului:
A

Teorema 4.7. O conditie necesara si suficienta ca P(s) sa fie

hurwitzian este ca fazorul P(jw) sa parcurga succesiv si in

sens trigonometric pozitiv n cadrane, cand w variaza de la 0

la co.

Polinomul nu este hurwitzian gi respectiv sistemul dinamic

corespunzator nu este stabil, daca sensul de parcurgere al

cadranelor este invers trigopnometric, sau daca numarul

cadranelor parcurse este mai mic decat gradul polinomului P(s).

Exemplul 4.4. Se considera sistemul dinamic liniar constant

cu polinomul caracteristic

P(s) = 0,004s% + 0,1s* + 1,05s3 + 2,852 + 4,3s + 1,6.

Sa se verifice daca sistemul este asimptotic stabil cu

criteriul Cremer-Leonhard-Mihailov. Se calculeaza P(jw)

P(w) = 0,1w* - 2,8w? + 1,6 + jw(0,004w* - 1,05w? + 4,3) =
= Pgr(w) + P\ (w).

Se dau valori lui w si se completeaza

tabelul urmator

1/13/2015
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w 0 0,77 2,04 B2 16,7 +o0
Pr(w) 1,6 0 -8,32 0 6998,7 +o0
Py(w) 0 2,1 0 -110-,07 0 +o0

in fig. 4.2 se prezinta hodograful P(jw). Deoarece pentru w e
[0,20) hodograful parcurge succesiv in sens trigonometric
pozitiv cinci cadrane, sistemul este asimptotic stabil. Din
tabelul de mai sus se observa ca radacinile partii reale Pg(w) si
ale partii imaginare P (w) alterneaza in cazul sistemelor stabile.

Analiza stabilitatii unui sistem cu o structura data

Se considera conexiunile de baza, serie, paralel si cu reactie .
Pentru simplitate se considera doar doua elemente cu functiile
de transfer H(s) = Q;(s)/P,(s), i = 1,2,

Functia de transfer echivalenta a conexiunii serie,

»mo

- Fig. 4.2
_ _Q(9)Q,()
Hs(S)= H1(S)H2(8) S EE) (4.23)
iar cea a conexiunii paralel este
Ho(8)= Hi(9) £ H(9)= Q,(S)P2(S) £ Q,(S) P1(S) _ (4.24)
P1(S)P2(s)

Polinomul caracteristic al sistemului format din cele doua
elemente este P(s) = P,(s)P,(s), care este stabil daca P(s)
- si P,(s) sunt stabile

13
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Rezulta ca orice structura obtinuta numai prin conectarea in
serie sau in paralel a mai multor elemente stabile formeaza
un sistem stabil.

In cazul conexiunii cu reactie a celor doua elemente, fig.
4.3.a, functia de transfer echivalenta, conform relatiei (2.99)
este Polinomul caracteristic al sistemului depinde si de
polinoamele de la numaratorul functiilor de transfer.

Ho(5)= Hi(s)  _ Q,(8)P,(s) ' (4.25)
1 Hi(S)H2(S)  P1(S)P2(s) £ Q4(5)Q,()

P(S)= P1(s) P2(s) £ Q;(s)Q,(s)

Deci problema stabilitatii  sistemelor cu reactie
analizata pentru fiecare caz in parte. Se constata usor ca

structura cu reactie unitara din fig. 4.3.b are un polinom
leristic identic cu cea din fig. 4.3.a, Hy(s), H,(s) fiind

& aceleasi.
\\

(4.26)

trebuie

Se poate limita studiul stabilitatii sistemelor cu reactie la
structurile cu reactie unitara, fig. 4.3.c, In care H(s)= Q(s)/P(s)

este functia de transfer in circuit deschis, iar
H(s S
Hoe=_HEO Q)

1+ H(s) P(s)xQ(s)

este functia de transfer in circuit inchis.

(4.27)

T T

L}
“we
-

e Bl
-

14
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4.1.1.4. Criteriul de stabilitate Nyquist

Criteriul de stabilitate Nyquist este de asemenea un
criteriu frecvential care permite analiza stabilitatii unui
sistem cu reactie unitara negativa, avand forma din fig.
4.3.c (pe baza locului de transfer H(jw) a sistemului Tn circuit
deschis si a cunoasterii numarului de poli ai functiei H(s) din
semiplanul drept C*{s € C /Res >0} al planului complex s.

De remarcat ca in orice sistem cu reactie neunitara fig.
4.4.a, prin transfigurarea schemei bloc se poate pune in
evidenta o structura cu reactie unitara, fig. 4.4.b, in care pe
legatura directa este functia de transfer a sistemului
deschis H(s) = H,(s)H,(s) (a sistemului cu circuitul de reactie
intrerupt in punctul P, fig. 4.4.a), numita si functie de
transfer a circuitului sistemului.

Manmea de intrare in structura inchisa proprlu zisa

& din fig. 4.4.b se exprima prin

w ) w U, () )
el H:(S) - ™
-
Hy(s)
a) . b)
Fig. 4.4
U(s
U.(s)= ) | (4.28)

H2(s)

Se considera ca functia de transfer a sistemului deschis
este unde P(s) si Q(s) sunt doua polinoame de grad n si

respectivm cu m <n.
H(s)= QES) (i)
P(s)
Pentru structura inchisa din fig. 4.3.c, respectiv
. 4.4.b, functia de transfer se poate scrie

15
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Ho(s)=_HE _HE_ Q)
TTULHHE) G()  P(9+Qes) 4P
G(5)=1+ H(s)= P(S)F:Z()?(S).

Din criteriul fundamental de stabilitate se stie ca sistemul cu
structura inchisa cu functia de transfer (4.30) este stabil IMEM
daca polii sai suntin Re s <0, (C°). Din (4.30) rezulta ca polii
sistemului inchis sunt zerourile funcaiei G(s). Ca urmare
conditia de stabilitate este ca G(s) sa nu aiba nici un zerou
in semiplanul drept C* al planului complex (Re s 20). Din
(4.30) si (4.31) se constata ca polii functiel G(s) sunt chiar
polii lui H(s), adica polii sistemului in circuit deschis.

(4.31)

Determinarea localizarii zerourilor functiei (4.31) se poate
ce cu ajutorul teoremei argumentului (relatia (2.84)) aplicata
atunci cand s parcurge conturul Nyquist, fig. 2.9.

Din relatia (4.31) se observa ca G(s) este raportul a doua
polinoame de grad n. In aceste conditii punctul de la « nu
introduce nici o variatie a argumentului fazorului G(jw) pentru
w € R. Daca G(s) are z zerouri si p poli in Re s > 0, z,
zerouri si p, poli pe axa imaginara (Re s = 0), din teorema
argumentului rezulta

arg GGW)E;O:'Z”(Z' P)-7(z0- Py)- (a32)

Dar sistemul inchis este stabil IMEM daca si nhumai daca
G(s) nu are zerouri in Re s >0, adica daca si humai daca z =
0, z,= 0, atunci din (4.32) se obtine

arg G(jo)[T=27 p+7x p,. (4.33)
Pe baza relatiei (4.33) se poate enunta criteriul Nyquist :

Teorema 4.8. Un sistem dinamic liniar constant
onovariabil neted cu structura inchisa, cu functia de

transfer (4.30) este stabil IMEM
\\ \\\M ( )

16
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daca si numai daca variatia argumentului fazorului G(jw),
pentru w e R satisface relatia (4.33), deci daca acest fazor
inconjoara originea planului G(jw) de (p + py/2) ori in
sens trigonome-tric pozitiv, fig. 4.5, cand w € R.

ot
o

&

Deoarece polii functiei G(s) coincid cu polii functiei de transfer a
sistemului deschis H(s) rezulta ca asupra sistemului deschis nu
se pun restrictii, acesta putand fi instabil (daca p =0, p, #0),
P.po € C*

Pentru verificarea practica a conditiei (4.33) este
icient sa se reprezinte grafic hodograful H(jw).

Hodograful G(jw) se poate obtine din hodograful H(jw) prin
raportarea la o noua origine (-1, j0), in planul H(jw), fig. 4.6.

Se poate acum formula criteriul Nyquist astfel:
Teorema 4.9. Un sistem dinamic liniar constant
monovariabil neted cu structura inchisa cu functia de transfer
(4.30) este stabil IMEM daca si numai daca locul de transfer
al sistemului deschis (hodograful H(jw)) inconjoara punctul
(-1, jO) de (p + py)/2 ori in sens trigonometric pozitiv, cand
w variaza de la - cola + oo

Daca sistemul deschis este stabil IMEM, respectiv p =0,
p, = O, criteriul Nyquist se numeste criteriul Nyquist simplificat si
se enunta astfel:

Teorema 4.10. Un sistem dinamic liniar monovariabil cu
structura inchisa, cu functia de transfer (4.30) si sistemul
his stabil IMEM, este stabil IMEM daca si numai daca

cul de transfer H(jw) al sistemului deschis

17
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nu Tnconjoara punctul (-1, jO) atunci cand w variaza de la - «la
+ o0, 7 7 e

Fig. 4.7

Astfel, in ipoteza ca H(s) este functia de transfer a unui
sistem stabil IMEM, prin aplicarea criteriului Nyquist
simplificat se deduce ca locul de transfer din fig. 4.7.a
corespunde unui sistem stabil in circuit Tnchis, iar locul de
transfer din fig. 4.7.b corespunde unui sistem instabil.
Pozitia punctului(-1, jw) fata de hodograful H(jw) poate fi
determinata cu usurinta daca se hasureaza partea dreapta a
curbei H(jw) pentru sensul crescator al pulsatiei, ca

NN in fig. 4.7.b.

Daca punctul (-1, jO) este intr-o zona hasurata, locul de
transfer Tnconjoara acest punct si deci sistemul inchis este
instabil IMEM.

Un caz limita interesant corespunde conditiei
Hjw)=-1 (4.39)

cand locul de transfer H(jw) trece prin punctul (-1, j0). Aceasta
inseamna ca G(s) = 1 + H(s) are zerouri, respectiv Hy(s) are
poli, pe axa imaginara (Re s = 0).

Daca aceste zerouri sunt simple sistemul inchis nu este stabil
IMEM (sistemul este la limita de stabilitate). Din aceasta cauza
punctul (-1, JO) se mai numeste si punct critic. Stabilitatea
IMEM a sistemului deschis H(s), se poate studia determinand
variatia argumentului fazorului H(jw) fata de originea planului
H(jw). Aplicand teorema argumentului, pentru p = 0, p, = 0,

18



Teorema 4.11. Un sistem dinamic deschis este stabil IMEM
daca si numai daca variatia argumentului este

arg Hjw)[X=-2mz-770-(n-m)z (4.35)

unde z si z, sunt numarul de zerouri din Re s > 0 si respectiv
de pe axa imaginara, Re s = 0, ale functiei H(s).

Avantajelel esentiale ale criteriului Nyquist: a)utilizand locul
de transfer H(jw) se poate aprecia atat stabilitatea
sistemului deschis cu functia de~transfer~H(s),” ¢at si~
stabilitatea sistemului inchis cu reacaie negativa
unitara cu functia H(s) pe calea directa. b)posibilitatea de
a aprecia gradul de stabilitate al unui sistem in circuit

inchis pe baza notiunii de stabilitate relativa IMEM.
Se considera locul de transfer H(jw) al unui sistem stabil in

circuit deschis prezentat in fig. 4.8. Se evidentiaza pulsatiile
w, Si w,, pentru care |H(j a)1)|: 1 argH(je,)=-7

(4.40)

Fig. 4.8

Pentru pulsatia w, locul de transfer al sistemului deschis
H(jw) taie cercul de raza unitara, iar pentru pulsatia w, acest
loc taie axa reala.

Stabilitatea relativa se apreciaza prin:
- marginea de amplificare (de céstig)lm

m=_
H( @, )

y=nm-larg H( o)l (4.42)

) (4.41)

- marginea de faza

1/13/2015
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Se poate aprecia ca sistemele inchise stabile IMEM au o
comportare cu atat mai buna cu cat hodograful H(jw)
este mai departat de punctul critic (-1, jO). Aceasta
implica valori mari pentru marginea de amplificare m si
marginea de faza y. Stabilitatea relativa se considera
practic satisfacuta daca m >3 si y >30°.

Marginea de faza si marginea de amplificare (exprimata in dB)
pot fi determinate si din diagrama Bode asa cum se
precizeaza in fig. 4.9.

Pulsatia w, pentru care |H(jw)| =1, Ag(w) = 0O,
caracteristica atenuare-frecventa taie axa absciselor se
numeste pulsatie de taiere. Marginea de amplificare
exprimata in decibeli este egala cu modulul atenuarii la
pulsatia w,,

mas=| Aw( @) .arg|Hlw,)|=-7  (4.43)

iar marginea de faza se determina cu

Mg

~—— |
Fig. 4.9
arg Hijn)| ;[HG)[=1, Age (@1)=0. (4.44)

Se recomanda urmatoarele valori pentru o stabilitate IMEM
satisfacatoare: my; = 10-20 dB siy=30°-50°

y=180°-

Exemplul 4.5. Se considera un sistem cu functia de transfer in
circuit deschis Kp

H()=—F

O s-a)s+b)

Sa se studieze stabilitatea sistemului Tnchis cu reactie unitara
Ltilizand criteriul Nyquist.

,kp>0,a>0,b>0.
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Deoarece H(s) are un polin Re s > 0, A, = a > 0, sistemul in
circuit inchis va fi stabil daca, conform relatiei (4.33), pentru

P=1,p=0 argG(jw) _"=2n

deci daca locul de transfer H(jw) va inconjura o data, in sens
trigonometric pozitiv, punctul critic (-1, jO). Din raspunsul la
frecventa H(jw) rezulta

-k, (ab+ ) )= k,@(a-b)

Hel @)= s ) (@t 0] (02 +22) (o +D7)

cu care se traseaza locul de transfer. Pentru diferite valori ale
parametrilor k,, a, b, acest loc are formele din fig. 4.10.a,b,c.

Se observa ca sistemul in circuit inchis este stabil IMEM
pumai daca b > asi k, > ab, fig. 4.10.c, cand arg G(jw) = 2.
In fig.4.10.a, arg G(jw) = - 27, iar in fig. 4.10.b arg G(jw) = O.
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