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Transformata F(s) definita de (2.37) este univoca si Se
numeste transformata Laplace directa.. Transformata
Laplace inversa este univoca numai in cazul functiilor f(t)
continue si se defineste prin relatia (2.39) si se noteaza

a4 _ 1 c+jo "
f)=L"{ F(s) }—T [ F(s)e*ds
al e (2.39)
f)=L {F()} sau F(s) - f(t).
Transforma Laplace inversa permite determinarea functiei
original f(t), cAnd se cunoaste functia imagine F(s)
Utilizarea transformatei Laplace in studiul sistemelor
dinamice prezinta urmatoarele avantaje:

a) Transformata Laplace transforma operatiile de
derivare si de integrare din domeniul timpului in
operatii algebrice (inmultire si impartire cu s).

b) Tn domeniul timpului, la rezolvarea ecuatiilor diferentiale
se determina mai intdi o solutie generala dependenta de n
constante de integrare, care sunt apoi determinate
impunand ca solufia generala sa satisfaca anumite conditii
initiale. Prin utilizarea transformatei Laplace, conditiile
initiale sunt considerate de lainceput.

c) In domeniul timpului se determina intai solutia generala a
ecuatiei omogene si apoi utilizand metoda variatiei
constantelor, se determina o solutie particulara a ecuatiei
neomogene. In domeniul complex utilizand transformata
Laplace solutiile ecuatiei omogene si ecuatiei
neomogene se pot determina independent.

In evolutia sistemelor dinamice unele semnale apar cu o
anumita intarziere fata de un anumit moment
conventional alescat = 0.
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Fie f: t - f(t), cu f(t) = 0 pentru t < 0 (fig. 2.5.a) si functia g
t—>gt) =f(t-71);9() =0pentrut<r;r>0, fig. 2.5.b.
Atunci

FE)=L{ () } si L{g(t) }=L{f(t-7) }=e*"F(s) (40

Intarzierii temporale ii corespunde inmulfirea imaginii cu e,

. Transformata Laplace se poate
aplica si distributiilor.

Deoarece transformata

1 ]
Laplace unilaterala se aplica
/_/ functiilor definite pe [0, + ), se
r considera numai distributiile
din (- o, + a0 cu suport In
[0, + o).

Daca T este o distributie cu suport in [0, + o) si daca exista
un numar real g, astfel ca. e 't sa fie o distributie temperata

atunci pentru Re s = 0 > g, se defineste transformata
Laplace a distributiei T prin relatia

L{T }=<T,e*>. (2.41)

Distributiile (t), o(t - 1), Dko(t), DXo(t - 1) sunt distributii
temperate .

Transformata Laplace a distributiei Dirac o(t) se calculeaza cu
relatia

L{ 5(t) }=<5(t), e >= | 5(t)etdt (2.42)

et =), 0t)=15(t)

pentru ca
g(®o(t) = g(0)o(t).



Din (2.42) se obtine

L{ 5(t) }= _T 15t dt=1. (2.44)

Pentru distributiile o(t - 1), Dko(t), D*o(t - 1) transformatele
Laplace se determina cu relatiile

L{St-7)}=1 St-7)eSdt=e°" | S(t)edt=¢  (2.45)

L{ D" 8(t) }=< D" 5(t),e*'>=<5(0), (-1 ) d:f:t >=

; (2.46)
=<5(t),skeSt>=s" | S(t)eStdt=s

L{ D¥S(t-7) }=s"e*. (2:47)

Se considera o functie f(t) discontinua in t = 0, si derivabila
pentru t > 0 . Conform relatiei (1.29) derivata distributiei [f ]
asociata functiei f(t) este

[fT=[f1+[f(0.)]1-[ f(0.)]15() (2.48)
[f] este derivata generalizata, sau derivata in sens

distributii a functiei discontinue f(t) si se noteaza

[f]=Df(0).

(2.49)

Aplicand transformata Laplace in (2.48) rezulta

1= ]} f(o+)- f(0)IL{ o) }. (250

L{[ f"'13}=L{ (1) }=sF(s)- f(0.)
L{s@)}=1 (2.51)
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Tindnd seama de (2.51) din (2.50) se obtine
{[fT]}={Df@®}=sF(s)-f(0.). @52

Daca functia f(t) este continuain t = 0, f(0,) = f(0),
transformata Laplace a derivatei in sens distributii
coincide cu transformata derivatei obisnuite.

Pentru o functie f(t) cauzala, f(0)) = 0 si
transformata Laplace a derivatei in sens distributii devine

L{ Df(D) }=s{ f(t) }=sF(s) (253)

Pentru o functie f(t) cu discontinuitati de speta intai,
fig. 2.6.a, derivata sa generalizata va contine impulsuri

-irac in punctele de discontinuitate, fig. 2.6.b.
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2.2.1.3. Functii de transfer ale sistemelor
dinamice netede

2.2.1.3.1. Functia de transfer. Definitie. Proprietati
Marimea de iesire, y(t), a unui sistem dinamic, este
influentata de marimea de intrare u(t) si de evolutia
anterioara a sistemului. Se considera sistemele
monovariabile care pleaca din repaus, deci

u(t)=0, pentru t<0

y(t)=0, pentru t<0 (2.54)
Derivatele o A (08,
acestor marimi y9(0)=0, k=0,1,.(n-1) (2 55)
sunt nule pentru .
t<0

Se considera un sistem liniar continuu
monovariabil, descris de ecuatia diferentiala

YO+ an Yy .+ a yYP®+ ao y(O=
= b M) + ...+ b u@® (1) + bo u(h)

m=n ; te N (2.56)

Se presupune ca sistemul fizic, realizeaza derivarea in
sens distributii. Transformatele Laplace ale marimilor
de intrare si iesire sunt

UE)=L{u®} ; YEO=L{y®} (2.57)

Se aplica transformata Laplace directa, ecuatiei (2.56)
pentru conditiile initiale nule (2.55) si se obtine

(s"+angs" .. FaS+ag)Y(S)=(bys"+..+byS+hy)U(S)  (2.58)

sau Y(S) =H (S) U (S) (2.59)
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Definitie: Functia de transfer a unui sistem liniar
monovariabil continuu este raportul dintre
transformata Laplace a marimii de iesire Ssi
transformata Laplace a marimii de intrare, pentru
conditii initiale nule ale sistemului. Din (2.59) rezulta
functia de transfer (f.d.t) H(s) de forma

YO)_  bms"+..FbiSthy  _Q(S) (2.60)

H(S): n n-1
U(s) s"tapgs"+..taStay P(S)

Deoarece functia de transfer H(s) este o functie

rationala orice sistem monovariabil descris de o ecuatie
diferentiala de ordin n se numeste element rational de
transfer sau R — element.

Functia de transfer este o functie de variabila complexa,
S = 0+ jw, Si constituie o abstractizare in spatiul functiilor
i ine, a structurii unui element rational de transfer.

Polinomul P(s) este polinomul caracteristic al ecuatiei (2.56).
Ecuatia (2.59) se poate reprezenta sub forma schemei bloc
din fig. 2.7.

CION H(e) _LS)

Fig. 2.7

PROPRIETATI - O functie de variabila complexa, care este
reala atunci cand variabila independenta este reala, se
numeste functie reala in sens larg.

Deoarece coeficientii care apar in functia H(s), definita
prin (2.60) sunt reali, rezulta ca functiile de transfer ale
elementelor rationale de transfer sunt functii reale.




O consecinta a acestui fapt este proprietatea de reflexie a
functiei de transfer.

H(s)=H(s) ;( =conjugat) 2.61)
H(S)=[ bnS™ + .+ b S +bo }:
sn+an_1s“'1+...+als+a0

_  bms"+..+biS+hy

s"+an s"+..+a5+a

7bm57mi--+b1§+b0 _ b,(S)™+....b1S+ Dy —H(S)

S"+angs" i+ aSstay (S)"+a,,(8)" +...a1S+ag

Ca urmare a proprietatii de reflexie polii si zerourile
functiei de transfer H(s) sunt fie reali, fie in perechi
complex conjugate.

Radacinile numaratorului functiei H(s), deci ale ecuatiei
Q(s) = 0, notate z,, z,, ..., Z,, sunt zerourile finite ale
functiei H(s). Radacinile numitorului functiei H(s), deci
ale ecuatiei P(s) = 0 notate p,, p,, ..., p,, sunt polii finiti ai
functiei H(s). Tindnd seama de zerouri si poli, functia de
transfer H(s) se poate scrie sub forma factorizata

H(S)zbm(S'Zl)(s'ZZ)--'(S'Zm) (2.62)
(- p)(s-py)-(s- py)

Daca m > n, la cei n poli finiti se adauga si punctul de la «
ca pol de ordinul m - n, astfel ca numarul total de poli
este n+(m - n)= = m, egal cu numarul de zerouri.

Daca m < n, la cele m zerouri finite se adauga si punctul
de la o ca zerou de ordinul n - m, astfel ca numarul total
de zerouri este m+(n - m)=n, deci egal cu numarul de poli.
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2.3.1.3.2 Reprezentari grafice ale functiei
de transfer. Principiul argumentului

» Orice functie de transfer H(s), fiind o functie de variabila
complexas =0 + jw , poate fi scrisa

H(S)=Hgre+ jHm (2.63)

si poate fi reprezentata Iintr-un plan complex cu
coordonatele Hg, si jH,, denumit planul H(s). Daca
variabila complexa s descrie un contur inchis C in planul
s, fig. 2.8.a, atunci H(s) descrie de asemenea un contur
inchis in planul H(s), fig. 2.8.b.

Teorema (Cauchy): Daca o functie meromorfa H(s) are z

zerouri si p poli in interiorul unui contur inchis C si nu are nici
u si nici un pol pe conturul C, atunci
e

ds=27(z- p) (2.64)

LAy

Fig. 2.8

Se aplica teorema reziduurilor derivatei logaritmice a
functiei de transfer H(s).

Se presupune ca in interiorul conturului C, H(s) are zerourile
z,, cu ordinele de multiplicitate m;, i = 1, 2,..., y, si polii p;, cu
e multiplicitate n;, j = 1, 2,..., v, astfel ca
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Em=z %=
= mi jél nj— p
Pentru functia H'(s)/H(s), atat zerourile z cat si polii p; sunt
singularitati de tip pol.

Fie z, zeroul de ordin de multiplicitate m,. Se pot scrie
relatiile

H(s)=(s- z1 )™H1(s)
H(S)=mu(s- 22 )™ T H1(8)+ (5 - 22 )™ H1(S)

H'(S)_ my | H4(S)
HE sz HO) (2.65)

Rezulta ca z, este pol pentru H'(s)/H(s) si ca m,/(s - z,)
este termenul de rang (-1) din dezvoltarea in serie in
.65) Laurent a functiei H'(s)/H(s): ,
‘ H(s) _ = k
—~= % C(s-z1)
P

\ “ H(s) k=

Coeficientul acestui termen este reziduul corespunzator
polului z, al functiei H'(s)/H(s)
ij H(s)
27 ca H(S)

ds=Rez(z;)=m (2.66)

unde C,, este un contur ce cuprinde in interiorul sau
zeroul z, .

Daca se repeta rationamentul pentru toate zerourile z,, z,,
.+, Z, rezulta

iRez(Zi):imi:Z )
= =

Pentru polul p, de multiplicitate n, se pot scrie relatiile




_ H(9)
H(S) - (S' Py )m
H{(s)= (s- pl)HIZ(S),IfllHZ(S) (2.68)
(S' pl) !
HE)_ m o H"2(s)
H(s)  s-p; H2(9)
Din (2.68) rezulta ca p, este pol pentru functia H'(s)/H(s),
iar reziduul corespunzator acestui pol este

1 ,(s) — —
L HE) g =- 2.69
2 ] Cp1 (S) > & ( pl) i ( )

Calculand reziduurile pentru toti polii p;, p,, ..., p, rezulta

z Rez(pj)=z (nj)=-p 2.70)

Din (2.66) si (2.70) se obtine imediat relatia (2.64)

H e ) |
! H((ss)) ds= 27 (igl Rez(z;)+ 3 Rez(p, )j: 27z - p)

O consecinta importanta a acestei teoreme, cunoscuta si
sub numele de principiul argumentului rezulta prin
integrarea membrului stang din relatia (2.64). Se obtine

[ INH(s)1c=274(z- p) (2.71)
Dar pentru orice s se poate scrie  H(s)=| H(s)| g2 H¢)

[In[HE) 1+ [ arg H(s) 1o =27 (- p)

Deoarece variatia pentru [In\H(s)\] pe curba
Hchisa C este nula

10/31/2014
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[arg H(s) ]c=27(z- p) (2.74)

Relatia (2.74) arata ca atunci cand s parcurge conturul C
0 singura data in sens pozitiv fazorul H(s) se roteste in
jurul originii planului H(s) de |z - p\ ori Intr-un sens dat
de semnul diferentei z - p.

Dintre toate contururile C posibile, in studiul sistemelor
automate prezinta interes conturul Nyquist care este un
semicerc cu centrul in originea axelor planului s avand
raza infinit mare si limitat la stanga de axa imaginara, fig. 2.9.

Conturul Nyquist exploreaza semiplanul drept al planului s Tn
vederea analizei stabilitatii sistemelor dinamice. Parcurgerea
axei imaginare din cadrul acestui contur, pentru valori ale lui w
€ (- oo, + ), echivaleaza cu cunoasterea hodofrafului
vectorului H(jw) care reprezinta raspunsul la frecventa al unui
i rp dinamic caracterizat de functia de transfer H(s).

ts\\wy'

Fig. 2.9 Fig. 2.10

Unele functii de transfer au adesea poli si zerouri situati
pe axa imaginara a planului s, care constituie puncte
singulare.

Aceste puncte se exclud din conturul C prin ocolirea lor
cu semicercuri de raza infinit mica, asa cum se arata in
fig. 2.10. paca notam cu z, sip, - numarul de zerouri,
respectiv.. numarul de poli, de pe axa
imaginara, relatiile: (2.64) si (2.74)

11
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CH(())ds 27 (Z2-pP)+A(20-Py) @)

[arg H(s) ]c=27(z- p)+7(z0- Py) 270

in functie de valorile m, n functia H(s), are In punctul de
la infinit un zerou de ordinul n - m sau un pol de
ordinul m - n. Pentru conturul Nyquist din fig. 2.9,
integrala din relatia (2.64) se poate scrie

 HE) HS) 44 | HEO)
C H(s) dS_MLP H(s) ds+ pM H(s) ds .77)

Arcul MNP este . ee[-” ;r} o

2scris de relatia (2.78)

Zerourile zy, z,, ..., z,, si polii p;, p,, ..., p, ai functiei de
transfer H(s) se pot neglija in raport cu variabila
s e MNP incat, in expresia lui H(s), se pot considera
numai termenii de grad maxim de la numarator si
respectiv de la numitor. In aceste conditii se scrie

H
H(S)= b s™ : H(S) = by, (m- ) g™t - HE) . M- (2.79)
H(s) S
se MPN
] H() , m-n_ _ . _ %Rje'”
A e HE) S R e 5 o m T Te 4l
2
j(m-n) iim ?d9:j7r(m—n)=j7r(n—m)
=g (2.80)

lim |H(S)|= 1im b R™"=0, pentru n>m
R— R— an

12



Rezulta ca atunci cand n > m, parcurgerea in planul s in
sens pozitiv a semicercului de raza infinit mare al
conturului Nyquist, de la @ =-m/2 la 6 = + /2 , da
nastere in planul H(s), unei circumferinte de raza
infinit mica, cu centrul in originea axelor, care
fnconjoara aceasta origine in sens negativ cu unghiul (n -
m)1T sau de (n - m)/2 ori incepand de la +(n - m)m7/2 cand
w = -0
Tinand seama de (2.77) si (2.80), relatiile (2.75) si (2.76)
devin
i 1 8 4= 25 - D)+ 4 (20- ) - (1) (2.81)
R—o PM H(S)

dm [ arg H(s) Is=27(z- p)+7 (20~ Py)-7(M-1) (2.82)

La limita PM coincide cu axa imaginara a planului s pentru
care s = jw , w € ( -, +0) si relatiile (2.81), (2.82) se scriu
n forma

e =272 B+ (20 py)- i (m-) (283
-arg H ()7 =27 - P+ (20 p)-7M-1) (284

Relatia (2.84) exprima variatia argumentului fazorului
H(jw) cand w variaza de la -wola +o.

Exemplul 2.4 Fie functia de transfer

k k 1

Tis(To5+1) TiTogge 1) (2.85)
T2

H(s)=

10/31/2014
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Sa se reprezinte grafic H(s) si H(jw) pentru s apar tinand
conturului Nyquist si respectiv axei imaginare a planului s.

H,

planul

H@

y 72 >
| ¢ |4
H, 0 He

=0

Fig.2.11

Aceasta functie de transfer admite un pol in origine si
unul in semiplanul s stang. Pentru aceasta functie: m =
0,n=2,2z=0,p=0,2z,=0, p, = 1. Conturul Nyquist

. s) este reprezentat in fig. 2.11.a. Pe semicercul
WS = €% r—0,s+ 1/T,= 1T, si deci

Conturul Nyquist pentru H(s) este reprezentat in fig. 2.11.a. Pe
semicercul de raza infinit mica s = r.e/?, r -0, s + 1/T,= 1/T, si

k 1 k k ; 7T 7T
H(s) = = = e’ pe(-=.5) (286
T1T2> S sTi1i Tar 2 2 ( )
T2
Pe acest semicerc . |Hw)|= im = (2.87)
r—0 r—0

s
Semicercul de raza infinit mica din planul s, cand w
variaza de la w = 0, la w = 0_ este transformat in planul
H(s), intr-un semicerc de raza infinit mare, in sens
pozitiv, de la ¢ = -/2 la ¢ = +17/2.
Cand s variaza dupa semicercul mare al conturului
Nyquist, Tn planul H(s) se obtine o circumferinta de
raza constanta si infinit mica, care inconjoara originea
in sens negativ de la (n -m)m/2 = 2m/2 = 17, cind W = - o,

la -, cand w =+ .

14
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Pentru restul conturului Nyquist s = jw, deci

k 1 .
HE= = Haa( @)+ H ()=
1T2 Jw(Jw-'-ij
T2

k1 .k 1
_?2 l+JW71
T2 24 T2 f 2y
T3 @712

Cand w — 0 se obtine

2 im Hp=-00
T1 00

lim Hre="-
o—0

Deci H(s) pentru s = jw admite o asimptota paralela cu
axaimaginara de abscisa - kT,/T; . Cand w — o, Hg (w)
= H,(w) = 0. In acest fel in planul H(s) se obtine
reprezentarea grafica din fig. 2.11.b, iar in planul H(jw),
reprezentarea grafica din figura 2.11.c.
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